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Resumen *

Los métodos de sondeo electromagnético se han aplicado desde hace varias décadas

para estudiar el interior de la Tierra. En éstos métodos se toman lecturas de can-

tidades eléctricas en la superficie de la Tierra, y se hacen interpretaciones sobre la

distribucién de la conductividad eléctrica en el subsuelo. De la gran cantidad de

* técnicas que se han aplicado al problema, las mds populares generan modelos suaves

del subsuelo, los cuales no son los més adecuados para representar la estructura re-
al. La generacién de modelos suaves a trozos ha sido un problema diffcil, que ha
requerido de la aplicacién de métodos de optimizacién costosos en cuanto a capaci-

dad de cémputo, tales como programacién lineal a gran escala. En este trabajo se

incorporan técnicas que permiten generar modelos suaves a trozos, usando métodos
de optimizacién que combinan los procedimientos originales de minimizacién de la
rugosidad del modelo, con elementos que permiten detectar e incluir discontinuidades

en el mismo. Se generaron datos sintéticos para probar los algoritmos desarrollados,

y se observé que funcionan adecuadamente, recuperando la estructura deseada. Se
aplicaron ademds los algoritmos a datos reales para los problemas Magnetoteldrico
y de Corriente Directa. Los algoritmos propuestos generan modelos que poseen es-
tructuras a capas, las cuales se rompen horizontalmente en forma automética cuando
es requerido per los datos. Los modelos obtenidos recuperan informacién que se
ha obtenido por métodos computacionalménte mds caros usando restricciones en los

datos con el fin de ajustarlos adecuadamente.
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Introduccion

Los métodos de sondeo electromagnético se han venido aplicando desde hace varias

décadas para investigar el interior de la Tierra, a profundidades desde unos pocos me-

tros hasta cientos de kilémetros. Estos métodos han atraido el interés de cientificos de

diferentes disciplinas; fisicos, matematicos aplicados, geofisicos, quimicos, incluyendo

a investigadores en Ciencias de la Computacién. El interés principal por nuestra parte

‘ha sido el de estudiar los problemas de inversién de datos, considerando su relacién

con el tratamieﬁto que se ha dado al problema de reconstrucci6n de imégenes, dentro
del drea de Visién Computacional.

Los métodos de sondeo se pueden dividir considerando la manera eh que se re-

.

aliza la induccidén, ya sea mediante una fuente artificial 6 a través de campos elec-
tromagnéticos naturales. El método que considera los campos naturales se denomina
Magnetotelirico (MT), y es uno de los més empleados actualmente. Se ha usado para
determinar la distribucién de la conductivididad eléctrica, regimenes de temperatura,
y estructura geoldgica del subsuelo. El campo electromagnético naturai de la Tierra
contiene una cantidad apreciable de energia sobre un amplio espectro de frecuencias
[1]. En una subtormenta geomagnética, un fenémeno que ocurre varias veces al mes,

la conversién de energfa cinética al campo electromagnético es de aproximadamente

10?* a 10?2 ergios. La magnitud de tales campos electromagnéticos es muchos érdenes




de magnitud mayor que la de campos que pueden ser generados por el hombre en la
superficie de la Tierra.

El campo electromagnético natural a frecuencias arriba de unos pocos Hz es pro-
ducido principalmente por la actividad meteoroldgica, en particular, por rayos asoci-
ados a tormentas. Ellos proveen de una fuente ‘uniforme de energia electromagnética

debido a que hay casi siempre una tormenta en curso en alguna parte del mundo.

En la aproximacién al sondeo magnetoteltirico propuesta por Cagniard [2], se hacen

dos suposiciones importantes; el campo electromagnético natural es una onda plana.

propagéndose verticalmente hacia abajo en la Tierra, y la Tierra es uniforme lateral-

mente. Esas dos suposiciones permiten obtener la resistividad aparente p, usando la

~ férmula de Cagniard

11 E 2

= Gl L

dorde w es la frecuencia en radianes por segundo, ug es la permeabilidad magnética
del vacio, E es la intensidad del campo eléctrico en la superficie de la Tierra y H es
la componente ortogonal de la intensidad del campo magnético en la superficie. De
esta manera se pueden obtener mediciones de la resistividad de la Tierra, en funcién
de la frecuencia 6 periodo. También se considera como dato a la fase de Z = E/H,
para diferentes frecuencias.

Por otra parte, el método de sondeo de resistividad (CD) fué aplicado por primera
vez por Conrad Schlumberger en 1912. En este método se inyecta una corriente I en la
Tierra por medio de dos electrodos y los campos resultantes se detectan mediante otros
dos electrodos. La cantidad de interés es la impedancia de transferencia Z = V/I,

que también permite obtener mediciones de la resistividad de la Tierra; cambiando

la posicién de los electrodos se puede modificar el alcance de las mediciones.




En los dos casos, la interpretacién de las lecturas se basa en la suposicién de que la
subsuperficie consiste de una secuencia de capas distintas de espesor finito; cada una
de estas capas se supone eléctricamente homogénea e isotrépica, y las fronteras entre
capas subsecuentes se suponen horizontales. La interpretacién 6 problema inverso

\
consiste en recuperar la distribucién de la conductividad eléctrica vertical a partir de
las mediciones en la superficie. En el primer caso se tienen lecturas que corresponden
a diferentes periodos, y en el segundo a diferentes separaciones entre electrodos. El
conocimiento de la distribucién de la conductividad en la Tierra es de utilidad en la
mineria, en la prospeccién petrolera y también en la biisqueda de campos geotérmicos.

La inversién de datos en este tipo de sondeos es un problema “mal planteado” en
el sentido matemadtico [3], y normalmente se utiliza regularizacién para tratarlo. La
manera cldsica de aplicar regularizacién es me‘diante la insercién de términos que min-
imizan la rugosidad de los modelos desarrollados. La distribucién de la conductividad
que resulta de estos métodos_es un funcién continua. Esto es muy conveniente desde
el punto de vista matemdtico \[47]. Sin embargo, una manera més realista de fepre—
sentar la Tierra es a través de un modelo continuo a pedazos, sobre un basamento
homogeneo. Esto es caracteristico de cuencas sedimentarias.

El objetivo'fundamental de este trabajo es desarrollar algoritmos que permitan
incorporar discontinuidades en los modelos recuperados. Para recuperar los modélos
discontinuos se aplica fundamentalmente un método conocido en Visién Cqmputai-
cional como Proceso de Lineas (LP). Los modelos LP suponen continuidad a pedazos,
la cual se obtiene relajando las restricciones de suavidad en puntos donde la magni-

tud de la derivada de la sefial excede un cierto umbral. Los algoritmos més usados se

basan en el funcional de regularizacién de Tikhonov [26], agregando variables binarias
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que permiten la inclusién de discontinuidades durante el desarrollo del modelo.

En los siguientes capftulos se presentan resultados de aplicar los métodos pro-
puestos a datos obtenidos por modelos sintéticos, y también a lecturas de campo,
para los casos MT y .DC. En el capitulo 1 sé presenta la base matemaética de los
métodos. de sondeo MT y DC, ademés se ha;e una breve revisién de las técnicas

actuales para su solucién. El capitulo 2 trata sobre problemas mal planteados y hace

una revision de métodos de regularizacién que se han aplicado a los mismos, ademds

se presentan algoritmos de inversién que permiten recuperar modelos continuos a’

trozos. En el capitulo 3 se aplican los algoritmos presentados en el capitulo 2 a la

inversién de datos unidimensionales (1D) en problemas MT y DC. En el capitulo 4

 se desarrolla un algoritmo para la inversién de datos bidimensionales (2D), usando

modelos 1D acopladovs mediante restricciones horizontales del tipo LP. Se aplican a
datos sintéticos y a datos de campo en los casos MT y DC. El capitulo 5 presenta las

conclusiones y recomendaciones.
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Capitulo 1

Problemas de Inversion
Electromagnéticos

1.1 Meétodo Magnetotelirico

A continuacién se describe el fundamento del método M T para un modelo estratificado
horizontalmente. En un puntc/) de observacién en la superficie se toman lecturas de las
componentes tangenciales de‘los campos eléctrico y magnético causados por fuentes
naturales. |

La relacién entre las intensidades de los campos eléctrico- E y magnético H, es una
cantidad que tiene unidades de impedancia eléctrica, y bajo ciertas condiciones esta
impedancia es ﬁna funcién de las propiedades eléctricas del medio [1]. Determinando

la impedancia |
Z=E/H

para una serie de frecuencias, se obtiene el espectro de frecuencias para la impedancia,
el cual provee de informacién sobre el perfil de la conductividad eléctrica como una

funcién de la profundidad en la Tierra.
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Si las propiedades electromagnéticas de la Tierra son independientes de la direc-
cién (isotrépicas), E y H son mutuamente perpendiculares. A frecuencias relativa-
mente altas, la impedancia sélo provee informacién sobre las propiedades de la capa
mds cercana a la superficie. A frecuencias mds bajas, la profundidad de penetracién

.

del, campo se incrementa y entonces el método MT puede ser usado para realizar

sondeos verticales en el punto de observacién.

Figura 1.1: Modelo de un medio compuesto por capas horizontales

Se supone que la Tierra consiste de M capas, cada una con resistividad p, y
espesor Ay, n =1, ..., M como se muestra en la figura 1.1, el espesor de la tltima capa
se supone de magnitud infinita, ésto es, un hemiespacio. También se supone que existe

un campo electromagnético que no depende de las coordenadas del plano horizontal, es
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decir, ciue sélo es funcién de la coordenada z y de la distribucién de las resistividades.

Tal campo electromagnético puede ser causado por una hoja de corriente horizontal

localizada sobre la superficie de la Tierra. Esta fuente genera un campo magnético

horizontal uniforme que no disminuye al aumentar z, la cual es positiva hacia abajo.
.

Las suposiciones anteriores sobre la estructura del campo primario han dado lugar a

serias criticas sobre las bases tedricas del método. Sin embargo, los resultados para la

conducta de la impedancia permanecen practicamente los mismos para fuentes reales,

al considerar variaciones de perfodos relativamente cortos. Se utilizard el Sistema

Internaqional de Unidades SI, en el cual la constante dieléctrica y la permeabilidad
magnéti._ca son € = 52— X 107 farads/metro, y po = 4m x 10~ henrios/metro.

La corriente en la fuente pléna genera un campo magnético uniforme Hyy, el éual'
es perpendicular a la densidad de corriente j,. Conforme el campo magnético primario
cambia con el tiempo, aparece el vértice del campo eléctrico primario. Este se di;ige
a lo largo del eje z, causando corrientes en el medio conductor, las cuales sirven de
fuentes para un campo secundario. No aparecen cargas eléctricas en las interfaces
entre capas, debido a que el campo eléctrico no ‘intersecta fronteras de regiones con
conductividades diferentes.

Considerando el cardcter uniforme del campo primario, se tiene que:

8H0y _ aHOy _ aEOCL‘ _ aEOy —_ .
e =B = 5 = Bl =0 (1.1.1)

La densidad de las corrientes inducidas no cambia sobre el plano horizontal y por
esta razén el campo secundario también tiene componentes Hy y E, que no dependen

de las coordenadas z y y. Entonces, el campo electromagnético tiene la forma




E = (B,,0,0), H=(0,H,,0). (1.1.2)

Para resolver las ecuaciones de Maxwell, se busca un campo electromagnético de
A

la forma

E, = Ee™™, Hy=Hpe ™, (1.1.3)

donde E, y I:Iy son amplitudes complejas, w = 27 /T es frecuencia, y T es el

perfodo. El médulo de la amplitud compleja es igual a la amplitud del campo, y la

fase de la amplitud compleja es la fase del campo arménico descrito por la senoide.

" Las expresiones para el campo ( Eg, Hy ) se pueden obtener de la solucién de las

s

ecuaciones de Maxwell, las cuales, para campos arménicos tienen la forma:

v x E =iwuH (1.1.4)

v x H=0E — iweE | (1.1.5)
v-E=0 (1.1.6)
v-H=0, (1.1.7)

donde o es la conductividad del medio. El rango en el que varian los perfodos es de
0.01 a miles de segundos. Considerando que estamos tratando con un campo quasi-
estacionario, entonces las corrientes de desplazamiento —iweE pueden despreciarse

del sistema (1.1.5), y las ecuaciones pueden escribirse como:

0E, .
o = 1w, (1.1.8)
OH, | -
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Tomando la derivada de cada una de esas ecuaciones respecto de z y haciendo las

sustituciones apropiadas entre las dos ecuaciones en (1.1.6) y (1.1.7), se tiene

d;im = —iwucEy (1.1.10)

d;gy - —iwpcH, L)
é ‘

%—}—szx:O (1112)

d;gy +k*H, =0, (1.1.13)

donde k? = jouw es el nimero de onda al cuadrado. Las ecuaciones anteriores son
véalidas para los campos eléctrico y magnético dentro de cada capa, pero no son validas
en las fronteras entre los medios, porque las segundas derivadas de las componentes de
los campos respecto de z son discontinuas. En lugar de las ecuaciones (1.1.12,1.1.13),
entre capas se aplican las condicionés de ffontera; los componentes tangenciales de

los campos eléctrico y magnético son continuas al pasar a través de la interface.

E® = girtY) (1.1.14)
_ 1
H{™ = HMY (1.1.15)

en z correspondiente a la profundidad de la capa n. Las soluciones a las ecuaciones

(1.1.12,1.1.13) tienen una forma comun. Para el campo eléctrico en cada capa:

E{M = Ape*n* + B #0, (1.1.16)

z

donde k, es el nimero de onda para la enésima capa. Una expresiéon para el campo

magnético se obtiene de H, = (iwu)™* 3£$, por tanto,
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n kn iknz —iknz )
H§>=@(Ane — Bye ) (1.1.17)

El término A,e*"* representa la parte del campo que disminuye al aumentar z, y

A

Bre~tn% |3 parte que aumenta con z.

Ex

Hy

Y

Figura 1.2: Modelo para un hemi—espaéio uniforme

Considerando un hemi-espacio uniforme, como en la figura 1.2, debido a que el
campo debe disminuir al aumentar z como consecuencia de la transformacién de la

energia electromagnética en calor, las expresiones para el campo son como sigue:

E, = Ae** (1.1.18)

H, = j—;Aei“. (1.1.19)

Estas expresiones representan las amplitudes complejas de las componentes del cam-
po. Los campos eléctrico y magnético son la suma de un campo primario causado

por corrientes en el vacio y un campo secundario causado por corrientes inducidas en
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el medio conductor. En la superficie de la Tierra se tiene
E,(0) = A (1.1.20)
k
= —F.(0). 1.1.21
HO) = ZEO. (1121)

\
Donde A contiene informacién acerca de las partes primaria y secundaria del campo.
Es necesario eliminar la dependencia del campo primario, debido a que el campo
primario no se conoce y puede ser que cambie con el tiempo.

Para eliminar el efecto del campo primario, se considera la relacién

E/H, = wp/k = (wpfo) P/,

- la cual no depende de la intensidad del campo primario. Esta cantidad se llama

la impedancia de onda plana, y para un medio uniforme es: Zzy = wu/k. Siel
campo eléctrico sqlamente tiene componente en la direccién de y, entonces el campo
magnético sélo tiene componente en z, y Zyy = % = —wu/k.

De las ecuaciones (1.1.18,1.1.19) se observa que la relacién entre los componentes

E, y H, no depende de z para un hemi-espacio uniforme.

1.1.1 Modelos 1D en capas

El modelo més simple que puede describir adecuadamente la subsuperficie es aquel
que no cambia lateralmente. La estructura de resistividad del modelo consjste de
capas horizontales, cada una con resit‘ividad y espesor diferentes, sobre un hemi-
espacio uniforme. Este se llama un modelo geoeléctrico 1D de la Tierra. Cualquier
seccién transversal de tal Tierra en cualquier lugar y cualquier direccién debe aparecer
idéntica. Este modelo consiste de M capas, donde la iésima (¢ = 1,...,M — 1) capa

se caracteriza por dos pardmetros: la resitividad p; y el espesor h;. Las M — 1 capas
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del modelo reposan sobre un hemi-espacio geolégico homogéneo con resitividad pp.
La resistividad estd dada en Ohm-m y los espesores en metros.

Para este modelo, una expresién para Zg, en la superficie ha sido desarrollado [55],
en términos de los pardmetros p;, h;. Empezando sobre el hemi-espacio homogéneo,

se puede evaluar progresivamente Z;, encima de la capa 4, usando la relacién recursiva

[55] [1]

7k Kipi(1 = ui) + (14 wi) Zia
PP (Tt w) + (L= 1) 2t

donde _z": M—1,M —2,..,1. La variable k; es el ntimero de onda, dado por

ki = \/iwpo/ ps

y el operador de propagacién u; es dado por

Ui = g~ 2hkihi

La impedancia en la superficie se utiliza para obtener la “resistividad aparente”,

definida por
pa = 121"/ (wio). ' (1.1.23)

Las mediciones de los campos eléctrico y magnético en la superficie se reportan
comunmente en términos de p, y la fase de Zy, ¢ = arctan(Im(Z;)/Re(Z)), a una
frecuencia dada w. |

Si la fuente no genera ondas planas y el medio no es homogéneo, la perpendicular-

idad entre los componentes horizontales de E° y H° no se cumple. En este caso, cada

(11.22)
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componente del campo eléctrico depende de ambas componentes del campo magnético

horizontal, a través de una relacién tensorial

Ey = Z,,Hy + ZpyH, (1.1.24)
By = ZyHy + Zy, Hy, (1.1.25)

en forma compacta:
E=7H. (1.1.26)

En una Tierra uniforme 6 de estructura en capas horizontales, Z,; y Z,, son
Cero, Zy, = —Zauy, y las ecuaciones se reducen a B, = Zy Hy, y B, = Zy,,H;. En
un caso 2D, si el eje x 6 el y estdn en la direccién de penetracién (strike) entonces
Zge = Zyy = 0, pero Zyy # —Zy,. Siningln eje estd en esa direccién, entonces Zgs ¥
Zyy serdn diferentes de cero.

La “impedancia efectiva”,

Zes = \/meZyy — Ly lyg : (1.1.27)

se usa para interpretar una estructura no homogénea por medio de procedimientos
de modelado 1D entre sitios individuales, debido a su propiedad de ser invariante

rotacionalmente [34].
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1.2 Técnicas de solucién para el problema inverso

MT

El problema inverso MT 1D consiste en obtener el coeficiente o'(z) de una ecuacién

A

diferencial de segundo orden en E(z,w)
E"(z,w) 4+ twpeo(2) B(z,w) = 0, (1.2.1)

cuando se tienen estimaciones de E(0,w) para varias frecuencias. Para esto se han
aplicado una gran cantidad de técnicas, desde la generacién de curvas maestras para

comparar visualmente con las obtenidas en el campo, hasta el desarrollo de métodos

- sofisticados de solucién. Whittal y Oldenburg [10] han realizado un estudio de los

diferentes métodos desarrollados para inversién MT 1D hasta 1992, separandolos en:
métodos linealizados, métodos asintdticos, métodos globales, métodos Monte Carlo,
métodos exactos y métodos de valuacién. Nosotros preferimos clasificarlos de acuerdo
a la forma de p;(rametrizar la Tierra en funcién de la profundidad, entonces se pueden
considerar dos grupos principales; “Modelos de pocos pardmetros”, y “Modelos so-

breparametrizados”. A continuacién describiremos cada uno de ellos.

1.2.1 Modelos de pocos pardmetros

En este caso, la parametrizacién del modelo de conductividad restringe el espacio de
modelos a un ntmero pequenio de dimensiones. Esta restriccidn tiene la ventaja de
que si la parametrizacién es consistente con la geologia real, entonces una solucién al
problema paramétrico puede estar cerca de la conductividad real de la Tierra.

En esta formulacién, se caracteriza la conductividad como un conjunto de N capas

planas, paralelas isotrépicas y homogéneas, como es el caso del modelo 1D presentado
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anteriormente. La respuesta directa se puede expresar
d; = Ty(m) (1.2.2)

para j = 1,2,.,2N, j indica la frecuencia a la que se hace la medicién, d; es el
dato observado (p4,¢), m es el vector de pardinetros del modelo, consistente en las
con/ductividades de ‘capa (représentadas por a;, log(o;), 6 pi = 1/03), i = 1,...N, se
incluyen los espesores (h 6 log(h)) y T; es el operador no-lineal que permite calcular
po 'y ¢ a partir del modelo m = {p;, h;} usando las ecuaciones (1.1.23, 1.1.22).
Generalmente se seleccionan log(o) y log(h), debido a que se garantiza positividad,
adema’usj de que la conductividad puede cambiar por varios érdenes de magnitud, y
la escala de resolucién del método decrece exponencialmente con la profundidad. El
método de solucién es como sigue; si mg es un modelo inicial, y df las observaciones

predichas obtenidas resolviendo (1.2.2) con m = myg. Se define el error
€; = dj - dg ' (123)

El modelo mg se considera aceptable si todos los |e;] son lo suficientemente pequefios,
6 si alguna norma del desajuste es pequeria. Medidas adecuadas de desajuste son

chi-cuadrada,

= (d; — df)? (1.2.4)
J .
donde ¢; son las incertidumbres de los datos, la norma L,
dj —df
> 19 = ] (1.2.5)
;Y
6 el error RMS
1 .
RMS = \/N Z(dj — dB)2 /e, (1.2.6)
J
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Si el desajuste no es aceptable, entonces se busca una perturbacién dm tal que
my =mg + dm (1.2.7)

mejore el ajuste a los datos. Expandiendo los funcionales (1.2.2) cerca del modelo

A

inicial se obtiene

T;(mg + 6m) =~ m0+§:mﬂm° (1.2.8)

aml

donde se desprecian los términos mayores ¢ iguales al de segundo orden. Haciendo .

d; = T;(my) y escribiendo

5T (mo) _ 8dj(mo)

o o (1.2.9)

Jii =
se obtiene
Jom =tle. - (1.2.10)

Este esiun sistema lineal de ecuaciones para el vector de perturbacién dm. La matriz
J, de dimensién N x M es la matriz Jacobiana, 6 matriz de sensibilidad. Sus elementos
pueden obtenerse de expresiones analiticas, para lo cual conviene definir las siguientes
cantidades: la impedancia intrinseca w; = % = \/twup;, y la impedancia en el tope

de la capa 7, como

1 - Rju;
Z;= " A
= Y4 Ry
donde el coeficiente de reflexién R; es dado por

7.
Ry = =241 (1.2.12)
w; + Zj41

j=n-1,-,1 (1.2.11)
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La derivadas parciales estdn dadas por:
Opa _ 2 87 87,
s = @{Re[Zl] Re[a j] +Im[Z] Im[amj” (1.2.13)
y LY
96 1 87, 87,
5 = 2T {RelZ] Im[a—mﬂ Im{Z3] Re| amj} 3 (219

Para evaluar estas expresiones se requiere la cantidad %, la cual se obtiene
J

recursivamente de

02, 082,02y 82,11 0%,

= . . 1.2.15
8mj c’?Zg 8Z3 8ZJ 877’2,]' ( )
Donde las derivadas parciales intermedias estan dadas por
) ey '
0Z; _ e (1.2.16)

0Z;+1  (wj+ Zj+1)*(1 + Rjuy)?
y las derivadas parciales de la impedancia de cada capa respecto al elemento del

modelo correspondiente son:

0Z; Zj Ziw/;o hi(wi — Z711)
Bp;  2p; + Zi1 ). 1.2.17
Op;  2p;  (1+ Rju)*(wj + Zjn)? ( p; ’“) ( )
Para la tltima capa
0Zy,
= kn/2. 1.2.1
Opn / ( 8)

Como es comin trabajar con el logaritmo de la respuesta, es necesario modificar

las derivadas adecuadamente:
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7= Opaws) _ 1 Opa(ws)
ot Omy pa(w;) Omy

También se pueden aproximar las derivadas parciales usando diferencias finitas,
por ejemplo, con diferencias hacia delante:

log (T} (my + 6m)) — log(T5(mu))

J'l%
Iy 6m

(1.2.19)

La mayoria de los métodos para evaluar (1.2.10) pesan primero cada ecuacién

por la incertidumbre del dato. Esto es con el fin de reducir los efectos de datos
inexactos en la solucién final y también establecer las ecuaciones adimensionalmente.

. Los nuevos datos son & = Qce, donde la matriz Q = diag(1/e1,1/es,...1/ex), con ¢; la

incertidumbre del dato j. También se introducen pesos en los pardmetros, ésto con el
fin de hacer las variables adimensionales y de tamafio comparable. Este escalamiento
puede disminuir la condicién de la matriz y por tanto estabilizar la inversién: Si
W = diag(wy, we, ..., wM)r son los pesos para los parétmebtr,os, incorporando @ y W en

(1.2.10) se obtiene

QIW'Wém = Qé (1.2.20)

Hén =&, | o (1.2.21)

donde H = QJW™!, &h = Wiém y & = Qb . Las ecuaciones (1.2.21) se pueden
resolver encontrando una inversa generalizada para la matriz H. Usanao descom-
posicion en valores singulares [13], la matriz H puede escribirse como H = U,Z,V}
donde £, = diag(s1, s2, ...sp) en la que sus elementos son los p valores singulares difer-

entes de cero de H; y las p columnas de la matriz (de dimensién N x p) U, contienen
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vectores base para la parte activa del espacio de datos. mientras la matriz V, (de
dimensién M X p) tiene sus columnas compuestas de la parte activa del espacio de

modelos.

Desafortunadamente, el vector solucién & posee generalmente una norma muy

A

grande, debido a que H posee valores singulares pequeflos, los cuales amplifican el
ruido en las observaciones, por lo que se requiere de estabilizacién. Las ecuaciones

de perturbacién (1.2.21) son vélidas suponiendo que mg estd cerca de un modelo

aceptable (6 del modelo actual) tal que los términos de orden alto sean pequenos y:

puedan ser despreciables. Una estrategia adecuada es alterar la solucién mediante

regularizacién, por ejemplo con el método de Marquardt, que consiste en resolver:

min{]|.Jém — él|* + X dm||*}. (1.2.22)

Aqui A esel “parémetrb de Marquardt”, usado para controlar el tamafio y direc-
cién del paso dm durante la iteracién [5]. Esta técnica de soluci6n se engloba dentro de
los métodbs de regularizacién, como se muestra en el siguiente capitulo. El esquema
de Marquardt trata de reducir el tamafio de la perturbacién de un paso al siguiente,
con el fin de estabilizar el algoritrrio. Su solucién depende fuertemente del modelo de
arranque. Si se empieéa con un ndmero pequefio de parametros, la solucién puede
ser que no ajuste lo suficiente a los datos, por otro lado, si se aumehta el nimero
de pardmetros, pueden resultar oscilaciohes grandes en el modelo, las cuales no son

faciles de controlar.
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1.2.2 Modelos sobreparametrizados

Dentro del segundo grupo se pueden mencionar los llamados por Whittal y Olden-
burg [10] métodos asintéticos; son esquemas de inversién aproximada, que consideran
varias formas de aproximar las ecuaciones MT. Estos métodos explotan el hecho de
que las sefiales de baja frecuencia penetran més profundamente en la Tierra que las
de alta frecuencia, y por lo tanto, las frecuencias sucesivamente mds bajas determi-

nan conductividades sucesivamente més profundas. Desafortunadamente, algunas de

estas aproximaciones no utilizan la informacién de la fase. Ademds, como no incor-

poran los errores en los datos, las conductividades reconstruidas pueden no ajustar

adecuadamente todas las observaciones.

En otra variedad del segundo grupo, el perfil se representa por una funcién arbi-
traria de la profundidad, y se discretiza representando a la Tierra por muchas. capas
de espesores fijos, vy conductividades desconocidas. Las resistividades se optimizan
para producir modelos de variacién suave con la pfofundidad. Si los espesores son
lo suficientemente delgados, el problema bajo-determinado que resulta es una versién
discreta del verdadero problema inverso, lo que permite entender la no-unicidad in-
herente en la inversién. Los métodos son robustos y no requieren informacién sobre

el nimero de capas en el modelo.

Derivadas de Fréchet

Oldenburg [11] contruye modelos continuos de o(z) usando teorfa inversa lineal de
Backus-Gilbert (BG). Siguiendo un método propuesto por Parker, transforma la
ecuacién estandar (1.2.1) en una ecuacién no lineal de primer orden de Riccati, y

luego linealiza e integra para encontrar una ecuacién integral Fredholm del primer
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tipo. Esta ecuacién relaciona cambios en el modelo de conductividad con cambios
en los datos via los kerneles de Fréchet [12]. La ecuacién se resuelve para obtener
una perturbacién al modelo, la cual cuando se agrega al modelo actual, produce una
nueva estructura de conductividad, cuyas respuestas ajustan mejor las observaciones.
La solucién es iterativa, debido a que se han d;spreciado los términos de orden alto;

sin embargo, si se toman precauciones al construir las perturbaciones y sumarlas al

modelo actual, el algoritmo es estable. Las precauciones incluyen limitar el tamano

de las perturbaciones y asegurar que la funcién de perturbacion es lo suficientemente -

Suave.

La forma general de la solucién BG a un problema inverso no lineal empieza con

* la ecuacién directa (1.2.2);

d; = T;[m(z)). (1.2.23)
Agregando una perturbacién dm(z) al modelo altera los datos de modo que

d; + &dj = Ty[m(2) + dm(2)]. (1.2.24)

Linealizando el operador T; y despreciando términos de orden alto
T;[m(z) + om(2)] = T;[m(z)] + /gj(m(z); z)om(z)dz. - (1.2.25)

Las funciones g;(m(z);z) son los kerneles de Fréchet evaluados usando m(z). La

ecuacién final, obtenida sustituyendo las ecuaciones (1.2.24) y (1.2.25) en (1.2.23) es

5, (2) ~ / 4;(m(2); 2)m(2)dz (1.2.26)

para 7 = 1,2,...,N. Este es un conjunto de ecuaciones lineales que relacionan

perturbaciones en el modelo con perturbaciones en los datos. La ecuacién (1.2.26) es
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la forma continua de las ecuaciones paramétricas (1.2.10) 6 (1.2.21). Para encontrar
al kernel de Fréchet, Oldenburg primero define R(z;w) = B(z;w)/E(z;w), donde B

es la densidad de flujo magnético B = uH, y F la intensidad del campo eléctrico,

usando la relacién de Maxwell B(z;w) = %%, la ecuacién (1.2.1) se transforma
en |
ar _ iwR? — peo = 0. (1.2.27)
dz ,

Analizando para una perturbacién o3 = 0 + & y R; = R + 6R, la ecuacién (1.2.27).

es ahora
i

C% — 2iwRAR — pobo = 0. (1.2.28)

La cual se resuelve, produciendo

 R(Ow) = — /0 N Mo(ﬁﬁé Z§>250(z)dz, (1.2.29)

donde el integrando que multiplica a & (z) es el kernel de Fréchet. A causa de los

cambios grandes que sufre la conductividad, se selecciona m(z) = Inp(z) = In(1/0(z2))

como el modelo, en lugar de o(2) é p(z), entonces (1.2.29) es ahora

SR(0; ) = — /0 " o (2) ( ggg :§>ZM(z)dz. (1.2.30)

Como E' y B son numeros complejos, es conveniente considerar por separado las
amplitudes y fases para adscribirles errores estadisticos a cada una. ‘Para,esto se
sustituye R(0;w) = |R(0,w)|e*™) en la ecuacién (1.2.30) y se separan partes real e
imaginaria. Sise denota a Kj(z) por la amplitud 6 fase del kernel correspondiente, y

a d; la respuesta correspondiente, entonces

& = /oo K;(2)dm(z)dz. j =1,..., N. (1.2.31)
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Para realizar el proceso de inversién, primero se elige un modelo de érranque mg y se
obtienen las respuestas d7. Si & es la diferencia d; — dJ, las N ecuaciones en (1.2.31)
pueden resolverse para encontrar un dmg(z). Los kerneles de Fréchet se obtienen
resolviendo para el campo eléctrico en (1.2.1) a ciertas profundidades especificadas
previamente, el nuevo modelo m;(z) = myp(2) \+ dmo(z) tendréd respuestas més cerca
de las observaciones. El procedimiento se repite hasta que se encuentra un modelo
aceptable. La tasa de convergencia se monitorea con el error RMS, y se términa

cuando éste es suficientemente pequefio.

Occam

Constable et. al. [43] observaron que los modelos producidos con el algoritmo de
Marquardt producen componentes cuya estructura no es realista. Proponen que es
més adecuado generar modelos suaves, considerando que la naturaleza difusiva} del
proceso de propagacién de la energia electromagnética no permite resolver cambios
bruscos en la conductividad, sino que tiende a emborronar la estructura real de la
Tierra. Entonces se desea introducir el requerimiento de suavidad en Ios modelos
obtenidos. Observan que Tikhonov ya habia establecido el concepto al tratar proble-

mas mal-planteados [26], y proponen usar regularizacién para el problema de ajuste

X% = |Wd—-WT(m)|> : (1.2.32)

11
€17 €’

Donde W es una matriz diagonal W = diag{ y i} incluye las incertidumbres
en los datos, suponiendo independencia estadistica. El problema es minimizar la

rugosidad del modelo:

| Dm| , (1.2.33)
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donde
Y .
-1 1
D= -1 1 ,

0 -1 1

para un ajuste (1.2.32) deseado.
Se plantea entonces el funcional
U = ||Dm|? + M||Wd — WT(m)||* — X2}, (1.2.34)

- donde A es el multiplicador de Lagrange, y X, es el ajuste deseado. Si las incertidum-

bres en los datos se suponen producidas por un proceso Gaussiano, con vector de
media cero, y desviaciones estandar dadas por €;, entonces X? tiene una distribucién
x%. El valor esperado de x2 es el ntmero de datos, y equivale a un ajuste RMS de
1. X2 no debe escogerse muy cerca del valor méas pequefio posible, porque el modelo
resultante seria tan rugoso, que no corresponderia a un modelo fisicamente razonable
[44]. Como T'(m) es una funcional no lineal, se propone aproximar en una regién
cercana a un modelo inicial my, por T(m; +A) = T(my) + 1A, con A =my—my
Ji la matriz Jacobiana evaluada en my. Sustituyendo en (1.2.34), y resolviendo para

myg, como el modelo que minimiza U bajo la aproximacién supuesta, se encuentra
ma = AD'D + (WJL)W J,] = (W J,)'Wd,. © (1.2.35)
donde

dAl = d1 — T(ml) -+ Jlml. (1236)
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Se genera entonces una secuencia iterativa, el vector my que resulta se usa como
modelo de inicio para el siguiente paso y asi sucesivamente.

El pardmetro de regularizacién se obtiene en cada iteracién encontrando el valor

-de U en (1.2.34), para un cohjunto de valores de A, tal que el ajuste es el més cercano

A

a X, [44]. -

Este algoritmo, conocido cominmente como Occam, ha resultado el més popular
a la fecha, por su convergencia répida y estabilidad. La desventaja principal es que
el tipo de modelos que ﬁroduce son suaves, cuando la estructura deseada es del tipo

de capas.

- Modelos uniformes a trozos

Esparza y Gomez-Trevifio [51] desarrollan un método que combina caracteristicas de
los dos grupos mencionados anteriormente. Su objetivo es obtener modelos ‘gradi—
cionales compuestos de un pequefio nimero de capas, sin tener que especificar este
numero a priori, haciendo al‘proceso de interpretacién libre de esa informacién ex-
terna. Para esto utilizan una solucién a la ecuacién (1.2.1) en términos de una resis-

tividad aparente compleja

To = _—1—22. (1.2.37)
W ko

E(0,w)
HOw)"*

donde Z representa la impedancia en la superficie Z = La representacién que

encuentran para la conductividad aparente compleja (o, = 7;1) es

® w2 1 B(z,w)\ 2
= ’ d 1.2.
o= ), e (Fi ) @ @239
donde ¢ = 2008%) — w99 T, ecuacién integral (1.2.38) representa otra manera

d(logw) ~ 0o Ow "

de escribir la ecuacién diferencial (1.2.1). Esta representa a ¢, como un promedio
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ponderado de la distribucién de la conductividad desconocida. Debido a que los datos
vienen en términos de magnitud y fase de Z, se replantea para la magnitud y fase de

04, Tesultando para la magnitud

oa] = /000 Re{ ii’f‘j)'; (f[((; :)))Z}O‘(Z)dz, (1.2.39)

donde ¢, = I;LI 6aw

[0, +00) en un gran nimero

de capas, de tal forma que la conductividad se considere uniforme en cada capa,
se obtiene un sistema de ecuaciones simultdneas, la ecuacién correspondiente a la

frecuencia w; es dada por
M-1

| o1 M 0loa(w;)] 1 M IO’a w;)
IJa(wz)l () Z 30, + X [Z | } 0]+1~7j).

l+c, 1+ cofws) = LS

(1.2.40)

- Donde o7 es la conductividad de la primera capa y M es el total de capas. La ecuacién

(1.2.40) puede escribirse matricialmente como
v=Ax (1.2.41)

donde y es el vector con los datos de conductividad aparente, zg = 01,y z; = 0j41—03,

j=1,..,M — 1. Los elementos de A estdn dados por

1 M9 |og(wi)]

14+m, (wz) =541 80'1

Q5 = ,j = O, M- 1. (1242)

Donde la derivada parcial de la magnitud de la conductividad aparente compleja se
puede obtener usando las relaciones obtenidas para 58% en (1.2.13), ya que |o,] =
1/ pa- _

Tomando en. cuenta los errores en los datos, se plantea resolver el sistema de

desigualdades

Y — € < Aij:cj Ly +e;. (1243)
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‘Donde e; es el error en |0, (w;)|. Se minimiza la norma L, de la diferencia en conduc-

tividad de capa a capa;

m—1
min Z o1 — 0l (1.2.44)
j=1

A

sujeta a las restricciones en (1.2.43), usando programacién lineal con el algoritmo

simplex.
Este método produce modelos uniformes a trozos, con la desventaja de que el

algoritmo simplex requiere de un uso excesivo de recursos de computo.

Recocido Simulado

En recocido simulado, (RS) se desea simular el proceso de recocido fisico que ocurre

cuando un sélido es sometido a un bafio de calor, incrementando la temperatura
de modo tal que todas las particulas‘ se distribuyan aleatoriamente en la fase liqu/ida.
Esto es seguido de un enfriamiento lento para que todas las particulas se acomoden en
el estado de energia aterrizado donde acurre la cristalizacién. En cada temperatura,
al sélido se le permite alcanzar el equilibrio térmico, donde la probabilidad de estar

en el estado ¢ con energia U; estd dada por la distribucién Boltzmann-Gibbs

P(E) = —— ek, (1.2.45)

donde K es la constante de Boltzmann, T es la temperatura, y Z(T )lla funcién de
particién, dada por |

U,

Z(T) = Ze“xr. (1.2.46)

jES

El conjunto de todas las realizaciones posibles es denotado por S. La temperatura

se reduce después de alcanzar el equilibrio, de modo que en el limite el estado de
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minima energfa es el mds probable. En los problemas de optimizacién, tales como

los de inversién Geofisica, la funcién de energia se identifica con una funcién de error

U(m). Para la implementacién de RS se hace la constante de Boltzmann K =1y se

considera 7T en las mismas dimensiones que la energfa, o el error. Se han propuesto
\

varios algoritmos para evitar el cémputo de la funcién de error en cada punto del

espacio de modelos, aproximando la distribucién de Gibss asintéticamente. Entre

estos estdn [40] Metropolis, El bafio de calor, Fast Simulated Annealing, Very Fast

Simulated Annealing, entre otros. En Metropolis, se empieza con un modelo de-

arranque m;, con energia U(m;), se genera una pequefia perturbacién a m; para

obtener un nuevo modelo m;, dado por m; = m; + Am, con energia U(m;). Si AUij

 es la diferencia en la energfa entre los dos estados, AUy; = U(m;) — U(m;), entonces

el nuevo modelo se acepta 6 rechaza en base al valor de AUj;, si AUs; < 0, el nuevo
modelo siempre se acepta. Pero si AU;; > 0, entonces el nuevo modelo se acepta con

probabilidad

P=¢ T, (1.2.47)

Si el proceso de generacién-aceptacién se repite un gran nimero de veces en cada
temperatura, se puede demostrar que se alcanza el equilibrio térmico a esa temper-
atura. Si la temperatura se baja considerablemente, siguiendo un caleridario_tal que
el equilibrio se alcance en cada temperatura, entonces, en el limite, cuando la tem-
peratura se aproxima a cero, el estado de energia global minimo se puede alcanzar.
Geman y Geman[31] obtienen un calendario teérico de enfriamiento, demostraron que
si se disminuye la temperatura conforme a T = C/logk, donde k es el niumero de

iteracién, la probabilidad de llegar al estado de minima energia tiende a 1. Sen y

e
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Stoffa [40] aplicaron Metropolis al problema de inversién MT. Para esto se basan en

la formulacién directa de Oldenburg [11], para la perturbacién (1.2.30). Generaron
datos sintéticos libres de ruido para modelos de tres capas, y se dividié la profundidad
en intervalos usando una escala logaritmica. Durante la inversién se mantienen los

espesores fijos, y se permite a los valores de las resistividades de cada capa variar en

el intervalo [5,1000] 2 — m. El algoritmo tuvo que ser modificado un poco agregando

regularizacién para evitar la generacién de modelos altamente oscilatorios. El método

ajusta a los datos, aunque no puede resolver para la primera capa. Ellos requieren

de 1500‘iteraciones con 100 evaluaciones a temperatura constante en cada iteracidn.

El uso de recursos de cémputo es considerable en estos métodos.

Algoritmos Genéticos

Pérez-Flores y Schultz aplican algoritmos genéticos al problema de inversién MT en
dos dimensiones [42]. El problema en dos dimensicnes requiere de resolver las ecua-
ciones diferenciales parciales (1.1.4,1.1.7), debido a que no hay una solucién cerrada
para una estructura general, como es el caso para 1D en capas. Obtienen modelos

satisfactorios para datos de campo, aunque también se requiere de grandes recursos

de cémputo.

Redes Neuronales

Hidalgo y Gémez-Trevifio [48] emplean redes neuronales para el problema de inversion.
El objetivo es implementar dentro de una red neuronal el mapeo que corresponde al

funcional inverso
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m =T"*(d). (1.2.48)

Aunque no existe una representacién analitica para 77!, se desea obtener una aprox-
' \

imacién al mismo mediante el esquema de aprendizaje en redes neuronales. Para esto

se generan modelos de tres capas, con dos espesores y dos resistividades extraidos

de una distribucién uniforme, se sustituyen en la funcional directa (1.1.23) y se ob-

tienen sus respuestas correspondientes. El resultado es un conjunto de “patrones de -

entrenamiento”, que se alimentan a la red neuronal siguiendo un procedimiento de
aprendizaje. La arquitectura utilizada fué “Correlacién en Cascada”, de Fahlman,
la cual permite construir una red empezando de cero unidades ocultas, agregando
unidades Qonforme se hace necesario con el fin de minimizar el error de ajuste RMS.
La entrada a la red consiste de valores de resistividad aparente para un conjunto de
frecuencias establecido. La salida debe ser un modelo de resistividad para un conjunto
de Valores de profundidad también establecido de antemano. El objetivo es generar
una red qué produzca un modelo que esté muy cerca del modelo real, haciéndolo de
manera automaética, sin necesidad de implementar algoritmos costosos de inversion.

La red es capaz de aprender los patrones, mostrando errores grandes s6lo en muy
pocos casos. Ademds se probd con patrones generados por modelos de cuatro capas,
mostrando capacidad de extrapolacién, produce modelos que ajustan rhuy bien a los
datos, en algunos casos cerca del modelo real.

Zhang y Paulson [49] implementan otro algoritmo de ‘inversién MT basado en
la red neuronal de Hopfield. Ellos establecen el problema de inversién lineal para

una ecuacién Fredholm en términos que corresponden con la energia de una red de
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Hopfield. El problema de inversién se plantea minimizando una funcional de costo
1 782
C=3 > (di = d) (1.2.49)
k=1 :
donde dy, representa los datos, dj la respilesta de una integral Fredholm discretizada
Ci]C = ZKki‘mi. (1250)

Se plantea entonces la funcién de estabilidad para una red Hopfield, de tal manera

que concuerde con la funcional de costo. Para el problema MT se usa la formulacién

de Oldenburg, con el kernel de Fréchet (1.2.30). Zhang y Paulson tienen que imple-

mentar 1regularizacién en la red neuronal, debido a que los modelos que obtiene son
extremadamente discontinuos. La regularizacién consiste en estableger restricciones
a los pesos de las conexiones que llegan a cada unidad. En la red Hopfield original,
cada unidad recibe una alimentacién de la salida de todas las unidades restantes.
En la red Hopfield regularizada, a cada unidad se le aplica un filtro pasa-bajas a la
entrada, antes de que ésta sea alimentada a la unidad.

El modelo que»produce la red regularizada no es del todo satisfactorio para el ejem-
plo sintético que presenta, debido a que no recupera algunas partes de la estructura

del modelo.

1.3 Meétodo de Corriente Directa

El método de sondeo de resistividad data de mds de ochenta afios. Su propésito es
investigér el cambio en la resistividad del subsuelo con la profundidad. Para. esto, se
inyecta corriente en la Tierra usando contactos galvénicos.

La configuracién més comin es la propuesta por Schlumberger. En este método,

se posicionan cuatro electrodos simétricamente en una linea recta, los electrodos que
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inyectan la corriente en el exterior, y los que miden el potencial en el interior. Para
una Tierra isotrépica y homogénea, la relacién entre la diferencia de potencial AU
y la corriente inyectada I, es la resistividad de la Tierra, multiplicada por un factof
geomeétrico que considera el espaciamiento entre los electrodos; p = K %. Para
ﬁna Tierra heterogénea, la cantidad que se mi\de no es la resistividad real, sino una
aparente. El modelo usual es considerar una estructura en capas, la capa inferior se
extiende a profundidad infinita, las otras capas tienen espesor finito. Considerando
que la resitividad p es el reciproco de la conductividad o, y suponiendo una Tierra
isotrépiic‘a, la ley de Ohm toma la forma,

J =0E, (1..3.1)

donde J es la densidad de corriente y E la intensidad del campo eléctrico. El campo

eléctrico puede representarse como el gradiente de un potencial escalar 1;

E =V, | (1.3.2)
ademds, se sabe que

V.-J=0. | (1.3.3)

Tomando coordenadas cilindricas (r, 2,60 ) y considerando simetrfa alrededor del eje

2z, la ecuacién anterior se expresa en términos del potencial como:

Py 10y %%  10v0o ‘
7 o o 5050, = (1:34)

Esta ecuacién se puede resolver por separacién de variables. Para esto, se escribe
Y(r, z) = R(r)Z (%), el producto de de una funcién de r y otra de z. Entonces (1.3.4)

se separa en dos ecuaciones que deben ser satisfechas simultdneamente,

2
R + %d—}f— + MR = (1.3.5)
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£Z  1dodZ
-7 +—d—ZE—A2Z=o, (1.3.6)

en las cuales ) es una constante de separacién arbitraria. Una solucién general puede

ser escrita de la forma ‘

b= / NZ0 2)d, (13.7)
donde F'()) es una funcién de A que debe escogerse para cumplir con las condiciones
de frontera.

El campo eléctrico se considera que es el generado por una fuente puntual local-

izada sobre la superficie de la Tierra, y la corriente. emitida por la fuente es del tipo

corriente directa. Suponiendo un modelo de Tierra de dos capas, suponiendo ademés

que la resistividad p; de la primera capa es constante de 0 < z < h, y una corriente
se inyecta en el origen. La densidad de corriente radial muy cerca del electrodo est4

dada por
Jp=1/(27R?), (1.3.8)

donde R = (r? 4 22)'/2. El campo eléctrico correspondiente es Er = p;Jg, al menos
en la vecindad inmediata al electrodo. El potencial correspondiente es ¥ ~ P = 2%2.

El superindice p denota al potencial primario. Introduciendo la relacién

1 1 i -
R ETA /Jo)\r A\ (139

para z > 0, donde Jy(Ar) es la funcién Bessel del primer tipo de orden cero, y A la
variable de intégracic')n. El potencial resultante en la capa superior se puede escribir

entonces como

I,Ol/ {1+ AN o 'B()\)GAZ]}JO()\T)CZ)‘ (1.3.10)
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para la regiéon 0 < z < hy 0 < r < oo, donde se puede representar a 1; — 1? como el
potencial secundario 1°, que se desvanece cuando h — co. La forma apropiada para

el potencial en la segunda capa estd dada por
_1n / CO)e Jo(Mr)dA. | (1.3.11)
Apiicando condicioﬁes de frontera para determinar A,B, y C, se observa que:
e la densidad de corriente vertical debe ser cero en z = 0 para 0 < r < co.
e Los potenciales son continuos en z = h.
. Lé normal de la densidad de corriente es continua en z = h.

Estas condiciones requieren que:

ovr _ —
5 = 0 enz=0. , (1.5%.12)
’(ﬁl = sz enz==~h . (1313)
y
10%: _ 19%
e = 0 B (1.3.14)

en z = h. Aplicando las condiciones anteriores a (1.3.10)y (1.3.11), y resolviendo para -

A,B y C se obtiene que el potencial para un observador en la superficie de la Tierra

estd4 dado por

0(r,0) = 3260, K), (13.15)
donde
o g2
Glr, K) =1+ 2Kr /0 () (1.3.16)
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y K = (p2—p1)/ (2 + p1)-

Generalizando, se observa que el potencial en la superficie se puede expresar como
la integral del producto de una funcién kernel por una funcién Bessel del primer tipo
de orden cero. Lé funcién Kernel es recursiva en términos de los pardmetros de cada
capa. De laexpresidén para el potencial en la su‘perﬁcie se puede obtener la diferencia

de potencial entre los electrodos de medicién y derivar entonces una relacién para la

resistividad aparente.

En la configuracién Schlumberger, se considera que el espaciamiento entre electro-

dos de potencial es cero, y se puede usar entonces la relacién Ay/2b — —2(dy /07 )r=s,

la resistividad aparente que se obtiene para un medio de capas es [20]:

Po = p1 + 8 /0 OO(T()\)‘— p1)J1(As)AdA, (1.3.17)

donde p, es la resistividad aparente para el espaciamiento entre electrodos de corriente
2s, Ji es la funcién Bessel de orden uno. 7T'()) es la llamada “Iransformada de
Resistividad” [20] evaluada en la superficie, y obtenida recursivamente, empezando

del basamento, T;, = pas, para un medio de M capas;
Ti = [T%+1 + Pi tanh(/\tz)]/[l + Ti—i—l tanh()\ti)/pi], (1318)

0; ¥ t; representan la resistividad y el espesor de la capa ¢, respectivamente.

Es comin trabajar con el logaritmo de la resistividad aparente y de la t;ansfor—
mada de resistividad, en lugar de las variables originales. La ventaja del escalamiento
logaritmico sobre la variable independiente es que las curvas tienen una apariencia
mas regular, en el sentido de que los periodds de las oscilaciones tienden a permanecer
en el mismo orden de magnitud en toda la curva, lo que facilita el aplicar muestfeos

igualmente espaciados en el momento de aplicar filtros para evaluar la integral. Para
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esto se introducen z = In(s), y y = —In()\), entonces la expresién para la configu-
racién Schlumberger es ahora:

o
pa=p1+ / (T(y) = p1) J1 () Vdy. (1.3.19)
-0

”Se requiere evaluar la integral del producto\del Kernel por la funcién Bessel. Con
el fin de realizar esté evaluacién de una manera eficiente, se han desarrollado métodos
aproximados basados en filtrado digital. Por ejemplo, se observa que (1.3.19) es una
integral de convolucién. Como la tfansformada de Fourier de una convolucién de

dos funciones es el producto de las transformadas de las funciones, se puede ver a

J1(e*7¥) como a un filtro, del que se pueden evaluar algunos coeficientes, tal que se

" cumpla con el teorema de muestreo. Siguiendo este procedimiento se han obtenido

varios filtros, unos permiten obtener la respuesta de un modelo, otros la transformada
de resistividad dada la resitividad 'ap'arente [21], otros m4s, permiten pasar de una
configuracién a otra [20]. /\

Para incrementar el alcance en profundidad de las mediciones de p,, los electrodos
de corriente se desplazan hacia afuera, mientras los de potencial permanecen en la
misma posicién.

En la préictica, cuando ia relacién entre las distancias entre los electrodos de corri-
ente a la de los de potencial llega a ser muy grande, los electrodos d.e potencial deben
desplazarse hacia afuera, de otra manera la diferencia de potencial eventualmgnte 1le-
ga a ser demasiado pequefla como para ser medida con suficiente exactitud. Cuando
los electrodos de potencial se desplazan hacia afuera, es necesario realizar mediciones
en dos valores de espaciamientos entre electrodos de potencial, para un mismo valor

de espaciamiento en electrodos de corriente. Este procedimiento provee de informa-

cién razonable sobre el efecto del desplazamiento de los electrodos de potencial en las
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lecturas. Las curvas de resistividad aparente para varios segmentos en un conjunto
de mediciones de un sitio pueden no ajustar una con otra. Esto puede ser debido al
cambio en el espaciamiento de los electrodos de potencial, y se resuelve en este caso
mediante filtros lineales [20]. La otra razén para la falta de ajuste es producida por

inhomogeneidades someras en el suelo. Para este caso, se hace un ajuste multiplican-

do todos los valores de resistividad aparente en un segmento por el mismo factor, i.e.

un desplazamiento paralelo de todo el segmento en escala logaritmica. Este ‘ajuste-

generalmente se realiza a mano. Se planteard en el capitulo 4 cémo se puede incluir

este ajuste dentro del problema de inversién, para automatizar todo el procedimiento.

1.3.1 Técnicas de solucion

La interpretacién é problema inverso consiste en recuperar la distribucion de la re-

~ sistividad del subsuelo a partir de las lecturas de resistividad aparente tomadas a

diferentes espaciamientos de electrodos de corriente. Inicialmente, el proceso de in-

terpretacién se realizdé por medio de la comparacién visual entre curvas maestras

publicadas para cierto tipo de modelos, contra la curva obtenida en el campo. Poste-

riormente se desarrollaron métodos aproximados que generaban modelos globales en
base a realizar aproximacibnes locales a secciones de la curva de resistividad medi-
ante modelos locales de dos capas. Después, se automatizé un poco el procedimiento
mediante los métodos iterativos: usando una terminal grafica, se comparan los datos
de campo con datos derivados de un modelo de capas. Si la concordancia entre las
curvas no es satisfactoria, se ajustan los pardmetros de las capas del modelo. El

procedimiento se repite hasta que se obtiene un acuerdo significativo entre las curvas.

La comparacién entre curvas se puede realizar de dos formas: en el dominio de la
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resistividad aparente, se obtienen los valores de la resistividad aparente del modelo
y se comparan directamente con las lecturas de campo; en el dominio de la trans-
formada de resistividad, primero se obtienen valores muestra de la transformada de
resistividad, en base a los datos de resistividad aparente de campo y se comparan con
.
valores de transformada de resi‘stividad obtenidos de un modelo. El principal objetivo
de trabajar en el dominio de la transformada fué el economizar recursos de cémputo
(tiempo y memoria), muy escasos en esos dias, sin embargo, posee la desventaja de
que errores sistemdaticos en las lecturas pueden ser amplificados por el procedimiento

de transferencia lecturas-transformada [20]. La interpretacién automética fué prop-

uesta por Vozoff en 1958, aunque en ese tiempo todavia no estaban disponibles los

" métodos de filtrado lineal para obtener la transformada. Bésicamente se propuso la

técnica de descenso de gradiente para minimizar una medida de discrepancia; el error
E =25 (o1 —pl)?/(pf)?. donde el superindice denota resistividad aparente obtenida
en campo (f) o computada (m). |

Ademds, se han aplicado los métodos de solucidén descritos para el problema MT
al caso CD. A |

Inman aplicé Gauss-Newton,[22] Jupp y Vozoff usan inversas aproximadas amor-
tiguadas [7]. Recientemente se han aplicado métodos de minimizacién globales como
recocido simulado [41], con buenos resultados de ajuste, aunque a expensas de un
numero excesivo de evaluaciones de la funcional directa. |

Otra aproximacién ha sido utilizar redes neuronales para el aprendizaje del mapeo

inverso en el problema de resistividad [23).

Esparza y Gémez-Trevifio generan modelos discontinuos mediante minimizacién

por programacién lineal [50], en un esquema similar al mostrado para el caso MT.
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Capitulo 2

Problemas mal planteados y

técnicas de regularizacion

2.1 Introduccién

Si el modelo m de un objeto y la fuente del campo excitador se conocen, se puede

proceder directamente a resolver el problema directo, i.e., se puede calcular 6 modelar

la distribucién del campo electromagnético y las funciones respuesta correspondientes

en cualquier punto del campo de lecturas. Esto es, se puede encontrar F' tal que

F= (fl;fZa"'afN)ab o (211)

corresponda a la respuesta del campo excitador. fy,...fy corresponden al campo
respuesta en un sitio de observacién, para diferentes frecuencias en MT, 6 espaci-
amientos de electrodos de corriente para el caso CD. En adelante, se considera a los
vectores sin negritas, con el fin de facilitar la notacién y se indica mediante subindices

a los elementos de un vector particular. Comparando F' con los resultados d de las

40
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lecturas se puede juzgar si el modelo m ajusta los datos experimentales ¢ no. Al vec-
tor F' se llamard datos sintéticos. Denotando al operador de la solucién del problema

directo por el simbolo 7" se tiene
T(m) = R (2.1.2)

El operador 7°(-) es en general, no-lineal respecto de los pardmetros m. Denotando al
conjunto de todoslos modelos posibles para el objeto que se busca como M, m € M.
Entonces el conjunto F = T (M) serd una imagen del conjunto M generado por el
mapeo ‘debido al operador T'(-). El problema inverso consiste en: dado d encontrar

|
m tal que

T(m) = d. (2.1.3)

En contraste con la ecuacién (2.1.2), en el lado derecho estén las observaciones conoci-
das, y se desea obtener el modelo m. Es evidente que (2.1.3) tiene solucién en M sélo

para aquellas d que pertenezcan al conjunto . Sean los datos d € D y las soluciones

deseadas m € M. Ambos D y M son espacios métricos, i.e., se definen distancias

entre elementos arbitrarios en-ambos espacios, pg(di, d2) ¥ pm(m1, ma). Para los prob-
lemas de inversién electromagnéticos, se tiene una diferencia fundamental entre los
problemas directo e inverso. El problema inverso es mal é impropiamente planteado
en el sentido de Hadamard. | |

Hadamard afirmé que un modelo matemadtico tal como (2.1.3) para un problema

fisico ha sido bien planteado si posee las siguientes propiedades [3]:

1. Para cada elemento d € D existe una solucién m € M al problema.

2. La solucién es dnica.
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3. el problema es estable dentro de los espacios M, D, i.e. para un valor arbitrario
€ > 0, se puede encontrar un ¢(g) > 0 tal que la desigualdad py(dy, ds) < 6(¢)

resulta en p,,(mi, my) < e.

La estabilidad requiere que cambios pequefios en los datos conduzcan a cambios
peciueﬁds e;1 la solucién. El ‘problema que no satisface al menos una de las tres
condiciones se llama mal 6 impropiamente planteado. Considerando al problema
inverso, en el lado derecho de la ecuacién (2.1.3) existen datos experimentales, que

invariablemente estardn contaminados por errores de medicién y procesamiento, por

lo que generalmente estardn fuera del conjunto F. En este caso no existe solucién al

. problema inverso. Si los datos experimentales pertenecen al conjunto F, la solucién

m=T"'d (2.1.4)

existe, pero serd inestable si el operador inverso 77! no es continuo. En inversién
Geofisica, el opérador T~ existe analiticamente sélo para algunos problemas particu-
lal_"es. Con datos imprecisos sélo tiene sentido buscar una aproximacién a la solucién.
La técnica de regularizacién trata de incorporar informacién suplementaria. Por ejem-
plo, habiendo examinado las propiedades analiticas del operador 771, el investigador
puede formular los requerimientos que los datos experimentales deben cumplir, para
que estos pertenezcan al conjunto F, dentro del cual la solucién al problema inverso
estd definida. '

Otra pieza de informacién suplementaria puede ser proporcionada por la suavidad
de la sdlucién, realizada por medio de un procedimiento de regularizacién suavizante
[26]. En el marco de regularizacién, uno sustituye un problema apropiadamente

planteado por el mal planteado y considera la solucién al primero como una solucién
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aproximada al segundo. Para el problema inverso se han propuesto una gran cantidad
de métodos, algunos de los cuales son: Prueba y error, prueba y error combinado con
regularizacién, prueba y error basado en informacién estadistica, métodos heuristicos,

formulacién probabilistica con procedimiento MonteCarlo, entre otros.

A

2.2 Meétodos deterministicos

Se not6 anteriormente que el problema inverso que consideramos
T(m)=d

en general, no es propiamente planteado, debido a que el operador'inverso no es
continuo y los datos experimentales estdn contaminados con errores. Se debe reg-
ularizar el problema, i.e. se debe restringir mediante condiciones subsidiarias. Las
condiciones han sido usadas por un nimero de autores [5, 6, 7] para obtener soluciones

estables.

2.2.1 | Problemas lineales

Tipicamente, M y F son subconjuntos cerrados de espacios de Sobolev de funciones

[39], y T' es un operador integral. En aplicaciones con datos reales, m, y F' se reem-

plazan por versiones discretas, consistentes en valores de funciones, y T llega a ser una

matriz A, con alguna estructura heredada del problema continuo. Para un problema
en el que A € R™™ y d € R™, existe un vector (1) que minimiza [|[Am — d|| (la
norma Euclideana en el espacio de los datos) sobre todos los m, cuando el rango de

A es n, y éste estimador es: [13]

m = (A'A)t A%, ‘ (2.2.1)
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donde A* denota la transpuesta de A. Cuando A es de rango deficiente ([13]), 6 llega
a ser mal cOﬁdicionada, ésta solucién se vuelve initil. Se puede mejorar la condicién
de A*A modificdndola. Una manera de hacerlo es agregando un miltiplo de la matriz
identidad. Como A’A es simétrica y positiva definida, la matriz A*A + A2 tiene sus
valores propios en [A?, A2+||A||*] y por tanto un ;lﬁmero de condicién < (A\2+]|A[|2) /A%,

que se hace més pequefio cuando A crece. Con este reemplazo, la ecuacién anterior

se convierte en:

= (A'A + \21)"1 A4 (22.2)

Esta se obtiene de regularizar el problema original, y minimizar

| Am — d||? + 22[|m|f? (2.2.3)

respecto de m.
Neumaier [8] considera la regularizacién como una familia de inversas aproximadas

C\, definidas en funcién de A%A;

Cy = AT2$(A"2ATA) AL, (2.2.4)

para cualquier funcién ¢ : R. — R tal que se mantengan la norma de C) y la
norma del residual acotadas [8]. Para obtener regularizacién Tikhonov, se escoge
¢(t) = (t+1)~'. Esto es, cualquier método de regularizacién, posee una representacién
en términos de inversas aproximadas C. Para obtener soluciones més suaves, se puede

usar regularizacién Tikhonov iterada, empezando con:
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y, para l=1,2...,
mt=mt 4 (APA+ XD TTAR D) = d — Aml, (2.2.5)

Para este caso, ¢i(t) = (1 — giyr)-

\

Si se conoce la descomposicién en valores singulares (DVS) de A [13],
A=UsV?,

para A € R™" U cuadrada ortogonal, m X m, V cuadrada ortogonal n X n, y &
una matriz diagonal m X n con entradas Xj; = s;. Entonces, para el caso de minimos
|
cuadrados, la solucién de norma minima es dada por:
N 1
m=VItUd =) —(U')V; (2.2.6)
$;7#0 St
donde la iésima columna de V', V;, es el vector singular correspondiente con el iésimo
valor singular s;, y ©t = Diag(s}), sf = 1/sk sisx # 0, y es cero de otra manera.
Las matrices mal condicionadas se caracterizan por pequefios valores singulares, y se
observa de la representacién (2.2.6) que los errores en d se ven amplificados por estos

elementos. Para el caso general (2.2.4), usando la DVS, se observa que A*A = VZIZV?
y (A'A) = V(Z!)!V?t para | = 0,1, 2.., luego,

d(\"2A'A) = VDiag(s(s3/)?))V*
para todos los polinomios ¢. Neumaier observa que entonces (2.2.4) se convierte en
Cy = VU4, (2.2.7)

con Ly = Diag(i—’;gb(f\—%)). Donde se reemplaza la matriz mal condicionada X7 en

(2.2.6), por una matriz diagdnal mejor comportada, X,. De ésta matriz, se puede
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seleccionar ¢(t) en términos de los valores singulares s, de tal forma que se mejore la
condicién del problema inverso [8]. As{ se obtienen técnicas como la descomposicion

en valores singulares truncados.

Tratamiento estocastico del error

Considerando que los datos estdn contaminados por ruido de la siguiente manera:

d=Am+n, (2.2.8)

Se pued{e considerar que d,m y n son realizaciones de las variables aleatorias conjun-

tamente distribuidas y,8 y €, respectivamente, las cuales satisfacen
y=AB+e (2.2.9)

Suponiendo que 8 y € no estin correlacionadas y que

E{e'} = Q
BB} =
y

E{ef'} = 0.

Donde E{z} denota la esperanza de una variable aleatoria ¢ un vector aleatorio z.

- Suponiendo ademés que R y @ son matrices positivo-semidefinidas y que ARA' +Q

no es singular. Entonces el estimador lineal 6ptimo g = Cy de B Que minimiza

E[||5 — BI1°] es ([14],[15])

B = RA'ARA*+ Q) y. ' (2.2.10)
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Bertero ([14]) observa que ésta solucién equivale a la obtenida mediante regular-
izacién, minimizando |[Am — d||? + A?||Sm||?, con S un operador que restringe la
suavidad del modelo. Las soluciones coinciden cuando @ = I, y R~! = StS\2.

Tradicionalmente, se ha tratado el problema de regularizacién modelando suavidad
por medio de una matriz de diferencias de prime\r 6 segundo orden. El sistema minimos
cuadrados que se resuelve es:

e (d — Am)'WHd — Am) + 772||Sm||*> = min!. (2.2.11)

Con A? = A? := s?/72 como pardmetro de regularizacién, la solucién se obtiene de
| | _

las ecuaciones normales
By = AW, (2.2 12)
donde
By=AWTA+ A?Sts. |

Estas ecuaciones corresponden otra vez a una generalizacién de la regularizacién
Tikhonov, que se obtiene como el caso especial W =1, S =1.

Generalmente (2.2.12) se resuelve usando factorizacién Cholesky para cada valor
de M. Si la estructura de dispersién de B, es tal que el cédmputo de varias factor-
izaciones Cholesky no es préctica, se tienen que usar métodos iterativés. Cuando la
solucién deseada es continua a pedazos, el tratamiento que se ha dado consiste en
usar términos de regularizacién no-lineales, como en el caso de variacién total [16], 6
en el marco probabilistico usando modelos de Campos Aleatorios Markovianos [25],

entre otros.

g ———— e
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2.2.2 Modelos con discontinuidades

En la consideracién de discontinuidades en el modelo se han propuesto varias técnicas
para problemas de inversién. Entre ellas, podemos notar el uso de programacién lineal
y las técnicas variacionales. De los métodos variacionales se observard la formulacién

dé Charbonnier.

Método Variacional

Existen una gran cantidad de trabajos relacionados con el uso de técnicas variacionales

en la solucién de problemas de procesamiento de bordes en imégenes [27], entre los

~ que se pueden mencionar la técnica de difusién anisotrépica de Perona y Malik {28],

el modelo constante a trozos de Mumford-Sha [29], la discontinuidad adaptable de
Li, [38], y la aproximacién de Charbonnier et. al. [30].

En esta secciéh se considera el método de procesagdo de bordes continuo propuesto
por Charbonnier et. al. [30]. Ellos consideran un problema de regularizacién lineal,
d=Am+n, con A = I, pero también lo han extendidb a reconstruccién de objetos.

Para estimar m de d, se minimiza el criterio:

 Um) = /Q im(z) — d(z)Pdz + \2 /Q o[ Vm(z)[lde (2.2.13)

donde €2 es un conjunto acotado abierto en R?, |[Vm(z)| es el médulo del gradiente
de m(z), y X es el pardmetro de regularizacién. La funcién que preserva los bordes ¢
se supone par, de clase C*(R). |

En [30] se establecen las propiedades que debe cumplir la funcién ¢ para preservar

bordes;

e ¢(t) > 0 para cada t, con ¢(0) = 0.
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e ¢ posea derivadas continuas.

o ¢'(t) > 0 paracadat>0.

e ¢'(t)/2t continua y estrictamente decreciente en [0, +c0).

Ademas se debe cumplir que;

lim w:().

t=4oo 2f

lim Eél—(——)—

=M, 0<M<+o0.
t—0+ 2t
De las funciones que cumplen con estas propiedades, se menciona principalmente
a doar = t2/(1 + t2), usada por Geman y McClure en tomografia PET.
Se muestra que el problema original (2.2.13) puede répresentarse como el infimo de

funcionales cuadréticos introduciendo una variable auxiliar b, y una funcién convexa

(R
==mf/ﬁm (@P+A{Lw@nvm@n%+ﬂm@n> (2.2.14)

donde $(b) = 6(8)7(1)] — b(8) (), v 6(t) = $(vB). El valor de b cuando el

funcional es minimo, para m fija, estd dado por

mm=%%%$ (2.2.15)

La variable b pesa el suavizamiento cuadrético en |Vm|: cuando |Vm| es pequeila,

b tiende a su valor méximo (1), y la regularizacién es cuadrética; cuando |Vm| es alta,
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b tiende a cero y el término de suavizado se desvanece. b da una representacién de los
bordes en la imagen. La funcién ¢ se define de la funcién ¢ y actia como penalizador
por la introduccién de un borde (b — 0). El criterio de energia aumentado, (2.2.14)
debe minimizarse respecto de (m,b). Mientras que el criterio original (2.2.13) no
es cuadrético respecto de m, el nuevo criterio,\ (2.2.14) es cuadrético respecto de m
cuando b estd fija. Manteniendo b fija, la minimizacién respecto de m es un problema

lineal. El algoritmo se basa en minimizaciones alternantes en m y b, como se muestra

en la figura 2.1.

repegt
b= 2™ con m Bjo

resuelve (m — d) — div(bVm) = 0 para m con b fija
until { convergencia}

Figura 2.1: Algoritmo de regularizacién por el método variacional

r

Para el problema no lineal se puede obtener una versién del algoritmo anterior,
mediante aproximacién por los primeros términos en la serie de Taylor.

o

2.2.3 Regularizaciéon deterministica no-lineal.

La teoria de problemas lineales mal-planteados estd bien desarrollada y se puede
considerar completa. Sin embargo, para el caso no-lineal la teoria dista de estar tan
bien desarrollada como en el caso lineal. Como se observé al principio del capitulo,

se desea resolver
T(m) =y,

donde T : D(T) C M — F es un operador no-lineal entre espacios de Sobolev M y

F. Debido al mal-planteamiento del problema no-lineal, se supone. que las soluciones
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no dependen continuamente de los datos. Las suposiciones generales son:
e T es continuo y

o T es débilmente cerrado, i.e. , para cualquier secuencia {my} C D(T),

A

convergencia débil de my a m en M y convergencia débil de T(my) a y en F
implica que m € D(T) y T(m) = y. De manera més general que para el caso lineal,
donde se busca una solucién de norma minima, para el problema no-lineal se busca

una solucién m! con norma minima respecto de un modelo m*;

Tm') =y

Imf —m*|| = min{|jm —m]| | T(m) =y}

¢ r

La seleccién de m* es crucial, la informacién a-priori disponible sobre las soluciones de
T(m) = y tiene que incorporarse en su seleccién. En el caso de soluciones miiltiples,
m* hace el papel de criterio de seleccién. Se supone la existencia de una solucién

norma minima z*, o' para los datos d € V. Engl et. al. [9] observan que el problema:

1T (m) — y||* + a|lm — m*||* = min, meD(T) (2.2.16)

donde @ > 0,y € Y es una aproximacién al dato exacto d del problema y m* €
M admite una solucién bajo las suposiciones anteriores sobre T'. Ademés obtienen
resultados de convergencia, que muestran que el problema regularizado converge a un

minimo local.
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La funcional suavizante de Tikhonov es en general:

IT(m) = ylI* + ¥ (m).

Donde ¥(m) es la funcional estabilizadora [26] que permite incluir informacién cual-
itativa a priori acerca de la solucidn; similarida\d a alguna propiedad (como es el caso
de norma minima), cercanfa a funciones suaves, o existencia de discontinuidades.

Entre los métodos de solucién que se han propuesto estd el aplicar una aproxi-
macién al funcional por‘los primeros términos de la serie de Taylor, para asi obtener
algorit@os iterativos, como el que se mostré en la seccién anterior. Dentro de esta
técnicd se han obtenido diferentes variantes del algoritmo de Newton.

En el método de Newton, se trata de resolver el problema T'(m) = y sin regularizar,

linealizando:
T'(m®) (m* ! — mF) = y — T(my) (2.2.17)

para m**l. Sin embargo (2.2.17) generalmente no tiene una solucién, por lo que es

necesario regularizar. Aplicando regularizacién Tikhonov a (2.2.17), se obtiene
mF+l = mF + (T'(m*)*T' (mF) + ap D) T (m*)* (y — T(m")). (2.2.18)

Donde T™ es el operador adjunto de 7. Considerando la estrategia de seleccién de ¢,
se observa que puede haber una equivalencia con el método “Levenberg-Marquardt”,
el cual también puede ser desarrollado linealizando T' alrededor de m* dentro del
funcional Thikonov no-lineal. Otras variantes de métodos tipo Newton se pueden
obtener, de acuerdo a la aproximacién que se desee. Una generalizacién similar a -
la mostrada para problemas lineales en la seccién anterior ha sido propuesta por

Tautenhan [17].
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2.3 Formulacién probabilistica

Esta seccién se basa en los trabajos de Tarantola, de Sen y Stoffa [39, 40] y describe
los procedimientos bayesianos que se han aplicado al problema inverso en Geofisica.

\

2.3.1 Estimacién Bayesiana

En la formulacién, Bayesiana, se hace un uso explicito de modelos de probabilidad
Y ) D
para incorporar conocimiento general y especifico a priori sobre el modelo y trata de
proveer de un marco unificado dentro del cual se puede considerar la regularizacion.
| _

Esta aproximacién consiste de:

e Construir una distribucién de probabilidad a priori {p(m)} para el modelo. Esta

distribucién debe capturar conocimiento general y especifico sobre el modelo.

e Se forma la densidad de probabilidad condicional I(d|m) para los datos d dado

un modelo en particular, m.

¢ Se combinan la densidad a priori y la verosimilitud para formar la densidad a

posteriori p(m|d).

Suponemos que [(d|m) es la funcién densidad de probabilidad (fdp) condicional
de d para un modelo m dado, p(m|d) es la fdp condicional de m, dados los datos d,
p(d) es la fdp de los datos, y p(m) es la fdp del modelo m, independiente de los datos.

Se tiene, de la definicién de probabilidades condicionales

p(m|d)p(d) = p(d|m)p(m) (2.3.1)
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de donde se obtiene la expresién para la distribucién condicional del modelo m dados

los datos d:

_ p(d|m)p(m)
=5 (2.3.2)

la cual representa el estado de informacién del modelo m dados los datos d. En

p(m

inversién Geofisica, el término del denominador, p(d) .que es independiente del modelo,

es una constante. Cuando los datos medidos d, se sustituyen en la expresién para

la fdp condicional p(d|m), ésta se llama la funcién de verosimilitud, denotada por

I(do|m), entonces la ecuacién anterior se puede escribir
|

p(m|d,) o {(ds|m)p(m). | (233)

La fdp p(m) es la probabilidad del modelo m, independiente de los datos, i.e. describe

la informacién que se tiene del modelo sin el conocimiento de los datos, y se llama la
distribucién a pridri. Similarmente, la fdp p(m|d) es la descripcién del modelo, dados
los datos, y se llama la funcién densidad de probabﬂidad posterior (DPP) cuando se
normaliza. La eleccién de lan funcién de verosimilitud depende de la distribucién del
ruido 6 error en los datos. Muchos problemas inversos se pueden tratar usando un

modelo estandar, dado por la siguiente ecuacién

d=T(m)+n . (2.3.4)

donde T'(-) es el operador de modelado directo, y el vector n contiene muestras del

error 6 ruido en los datos. Se supone que el ruido es independiente de T'(m) , carac-
terizado por la fdp p,(n). Entonces p,(n) = p,(d — T(m)), que corresponde a la fdp

condicional p(d|m), i.e.,

p(dlm) = pa(d — T(m)). (2.3.5)
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Suponiendo que el error es Gaussiano, la funcién de verosimilitud toma la forma

siguiente:

I(dy|m) o exp(U(m)) (2.3.6)

\

donde U(m) es la funcién de error dada por

1

U(m) = -3

(do = T(m))*C3' (do — T(m)), (2.3.7)

donde Cp es la matriz covarianza de los datos. La expresién para la DPP se

escribe entonces como:
p(mld,) o< exp(U(m))p(m), (2:3.8)

Sustituyendo una fdp Gaussiana también para el modelo a priori p(m), caracteri-

zado por un modelo medio m,, y matriz covarianza a priori Cp,;

p(m) o expl—3 (m — ) (m — )], (2.39)

en la ecuacién (2.3.8) y usando la ecuacién (2.3.7), se obtiene la expresién para la

DPP:
p(mlds) o exp(E(m). @)
Donde
B(m) = —3((d = T(m)/C5*(d = T(m) + (m—my)C7i(m—mp)).  (2311)

Una vez que la DPP se ha identiﬁcado, la respuesta al problema inverso puede

darse como aquel modelo que maximice la DPP. Este estimador se conoce como el
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Méximo a Posteriori 6 MAP. El problema és estimar la DPP y maximizarla en un
gran espacio multidimensional de modelos. La forma més exacta es obtener el lado
derecho de la ecuacién anterior en cada punto en el espacio de modelos. Esto es,
evaluar el problema directo en cada uno de ésos puntos. Esta es una operacién muy
costosa en tiempo, a menos que la informaciér; a priori ayude a restringir el espacio
de modelos a una pequefia regién. Notar que atin con las suposiciones de las fdp
Gaussianas para el error en los datos y la distribucién a priori para el modelo, la fdp
que resulta. no es Gaussiaha, debido a la presencia del término 7'(m) en la funcién de

verosimilitud. Una aproximacién es usar una técnica de optimizacién para localizar

el minimo de la funcién de error (2.3.7), que corresponde al méximo de la DPP para

una distribucién a priori uniforme. Tales métodos se llaman de méxima verosimilitud.

Si suponemos que la DPP puede ser aproximada por una Gaussiana cerca de su pico,
también llamado el punto MAP, entonces el punto MAP también corresponderd con

la media de la DPP Gaussiana. La matriz de covarianza posterior puede aproximarse

de la curvatura del error en el punto MAP [40]:

1
COV Mprap & 53[582E/am2]—1.

‘Entonces se tiene una descripcién completa de la DPP. En general, la DPP puede

sin embargo, ser multimodal y entonces esta aproximacién no resulta satisfactoria.

2.3.2 Consideraciones sobre la no-linealidad del operador

Diferentes formas de la DPP pueden obtenerse basdndose en las suposiciones hechas
en la forma de las fdp’s a priori, la mds comiin de las cuales es la Gaussiana. La

ecuacién (2.3.11) representa la DPP posterior en pardmetros del modelo suponiendo
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que las fdp’s que describen la informacién a priori son Gaussianas. Varias soluciones

se pueden obtener basdndose en la no-linealidad del problema.

Caso lineal

\

Cuando el problema directo es lineal, se puede reemplazar el operador 7' por la matriz

A, tal que
d = Am.

De las écuaciones (2.3.10) y (2.3.11) se puede representar la p(m|d,) de la siguiente

I'.‘fla,nera:3
p(mld,) o exp[—-%(m — ) (m — )] (2.3.12)

Esto es, cuando el problema directo es lineal, la DPP en el espacio de modelos es

Gaussiana con media
= [A'CGA + CH A CH d, + Crtmy), (2.3.15)
y matriz de covarianza
Cyf = A'CtA+Ct (2.3.14)

Cuando C;;! es cero, y Cp' es la matriz identidad, se recupera la férmula de minimos
cuadrados estdndar para los estimadores del modelo. Una C;' no cero produce un
resultado anélogo con la solucién minimos cuadrados amortiguado. Las ecuaciones

anteriores pueden escribirse también de la siguiente manera [39]:

m = m, + [A'CHr A+ CRHTTANC (do — Amy), (2.3.15)
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Ot = Crm — Crn AH(AC R A" + Cp) " AC. (2.3.16)

Con 7 el centro de la Gaussiana, el valor medio de p(m|dy) y su punto de méxima

\

verosimilitud.

No-linealidad débil

En el caso de né—linealidad débil, la funcién T(m) se puede aproximar cerca de un

modelo de referencia m,, como
_ | _

T(m) = T(my) + Jo(m — my) (2.3.17)

donde (Jo)i,; = (8T;/m;)m=m,, para el iésimo punto de datos y el jésimo parametro

del modelo. Para este caso, la DPP es aproximadamente Gaussiana, con centro
m=my, + [JECp o + CRH T T Cht (do — T'(my)), (2.3.18)
y matriz de covarianza

Cyf = JC o+ Cit (2.3.19)

Caso quasi-lineal

En el caso quasi-lineal la linealizacién (2.3.18) no es aceptable en general, éxcepto

dentro de una regién del espacio D x M con DPP significativamente alta. La estrate-

gia correcta entonces es obtener el maximo de p(m|d,), sea my, obtenida mediante .

un algoritmo iterativo, y usar una aproximacién lineal cerca de mj, para estimar la

matriz de covarianza posterior. El punto mj; que maximiza la DPP en la ecuacién

&
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(2.3.10) minimiza las funciones de error dadas por (2.3.11). Varios métodos de de-
scenso de gradiente se han usado para encontrar el minimo de la funcién de error.
Entre éstos, estdn el método de Newton, el método de descenso més répido, método
de Newton pre-condicionado, método de gradiente conjugado, variables métricas y

\

método simplex.

El caso no-lineal

Cuando la relacién entre los datos y el modelo es altamente no-lineal, la funcién de

error resultante puede caracterizarse por tener varios minimos. La ecuacién DPP

que resulta es multimodal. Para resolver el problema, una posibilidad es restringir -

la busqueda al punto de méxima verosimilitud en el espacio de modelos, usando

suposiciones particulares acerca de la forma de las fdp’s que representan los datos
experimentales y las suposiciones a priori sobre el modelo.

Otra opcién es el uso de métodos de optimizacién ngbales, tales como reC(;cido
simulado y/o algoritmos genéticos, per se 6 en combinacién con muestreo Monte

Carlo.

2.3.3 Mo'de_los con discontinuidades

Una de las principales limitantes de los métodos de regularizacion anteriores es en
el tipo de soluciones que producen. Los modelos que se obtienen son continuos, y
generalmente no se incluye el tratamiento de‘ las discontinuidades en las soluciones.
Excepto en los métodos de bisqueda global, como recocido simulado y algoritmos

genéticos, en los cuales no es necesario imponer restricciones de suavidad.
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Aproximaciéon por Campos Aleatorios Markovianos

Una aproximacién alterna para recuperar modelos discontinuos en el caso de restau-
racién de imégenes fué propuesta por Geman [31], basdndose en estimacién Bayesiana,
y modelos de campos aleatorios Markovianos (CAM). En este esquema, como en el
caso anterior, el condcimiento a- priori se representa en términos de una distribucién
de probabilidad adecuada.

En su modelo, se construye un CAM consistente de dos procesos acoplados, uno

actuando por los valores de intensidad (m), y el otro por las discontinuidades 6

bordes de la imagen. El proceso de bordes 6 lineas no es parte de los datos, ni es

el objetivo de la estimacién. Mds bien, es un proceso auxiliar que se acopla con

el proceso de intensidad de tal manera que las transiciones bruscas en el proceso
de intensidad y las localizaciones de las discontinuidades en el proceso de bordes
coincidan de manéra satisfactoria. Sea S¥ = {S;,1 <i< N } el conjunto de sitios en
la malla de intensidades 6 del modelo y SF la malla dual, cuyos sitios corresponden a
todos los pares vecinos cercanos (s,t) de ST. Los elementos de S¥ se llaman “sitios
de bordes” y corresponden al lugar de un borde entre los pixeles correspondieﬁtes.
El proceso de inténsidad, puede ser denotado por M = ML, s € ST y el proceso
de bordes por L = L,,7 € SE. En el modelo de Geman, se considera una imagen que
adquiere valores discretos M P ¢ A, en nuestro caso, los modelos estdn discretizados
y adquieren valores en [0, Myaz), v €l proceso de lineas es binario L, € {0,1}, con
L, =1 (0 respectivo) indicando la presencia (ausencia respectiva) de un borde en r.
Considerando al proceso X = (M, L), con conjunto de sitios S = S U S®, y
espacio de configuraciones Q = AS” x {0,1}5”. El sistema de vecindades de cada

pixél s € ST, G, consiste de los cuatro pixeles adyacentes y los cuatro sitios de bordes
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asociados con s. La vecindad de cada sitio de la malla de bordes s = (r,t) € S¥
consiste de los dos pixeles r,t y los seis sitios de bordes “conectados” a s, como se

observa en la figura 2.2. Los sitios en la frontera de S poseen menos vecinos.

- -+

+ +  +

c+e+0 Togot
o+ + +
O
_|_

Figura 2.2: Sistema de vecindades del pixel s en la malla ST (circulos), y del sitio
< r,t> en la malla de bordes S (“+7).

Una de las principales suposiciones en esta aproximacién es que la distribucién a
priori de z es un CAM que posee una distribucién de probabilidad de Gibbs, la cual

puede expresarse como

plz) = —;-exp{—H(x)}, C (23.20)

donde Z es una constante normalizadora, y la funcién de energia H(z) es de la

forma

H(z) = H"(m,1) + H*(). (2.3.21)
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Dado el sistema de vecindades G;, un CAM es un proceso estocistico indexado

por S%, en el cual, para cada (4,5) € SF y cada z,

P(Xi,j = Iz‘,lek,z = Tk, (/CJ) # (i,j)) =

P(Xij = 2| Xey = zxy, (k, 1) € Gij).

Esta condicién equivale a que H' y H? representen sumas de funciones de potencial
dentro del modelo-de energfa (Teorema de Hammersley-Clifford) [32].

El algoritmo se construye para maximizar la distribucién condicional de X, dados
los datqé d, esto es, encontrar la moda de la distribucién posterior P(X = z|D = d), 6

el estimador MAP. El componente H' se construye tal que los estados de baja energfa

 tienen valor [,y = 1 (0 respectivo) cuando la diferencia de intensidad |m, — m;| es

grande (pequeifia respectiva). De hecho, se quiebra el enlace entre pixeles r, ¢ cuando
Ly =1

Una forma adecuada para H* es:

(@) =01 ) d(me = my) (1= L), (2.3.22)

(r,t)

donde

o(u) = u?. | (2.3.23)

La organizacién de [ se controla por

2(M)==0, > Wp(l), 62>0 (2.3.24)




63

donde la suma es sobre los cliques D en S¥ de cuatro sitios de bordes vecinos.
Dado un sistema de vecindades G = (F;) un clique es un conjunto C C S tal que
si s,t € C,s # t implica que s € G;. Wp = & denota los pesos asociados a las
configuraciones.

Los pesos ¢ se asignan segtin el conocimiento‘a priori que se tenga sobre el problema

a resolver.

La distribucién conjunta de X = (m, ) es, luego: -

(z) = I(m, 1) = Z~ exp(—H (m, 1)) ' (2.3.25)

donde Z = Z(4,¢) = 3, e %), Geman [32] considera que la imagen sufre un

proceso de degradacién que se puede representar como:

d, =¢<¢<<zcm>s>,n§>, | (2.3.26)

donde K es una representacién discreta del operador K, la funcién punto dispersor

del sensor:

(Km)s = K(s,t)m:. (2.3.27)

tes

En el proceso de formacién de la imagen, consideran 7 como ruido blanco Gaussiano

con media constante u, varianza &2, e independiente de X. Entonces,
PD=d|X =z) = P(b(¢(Km),n)=dM=m,L=1I)
= P(Y(¢p(Km,n) =d),

donde cada 7, es N(u,e?). Para el operador K, se supone invariante en el espacio y

con soporte pequefio. Adem4s, se supone que v(a, b) posee una inversa suave ¥(u, v),
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tal que el ruido se pueda representar como

U(d, p(Km))

3
I

= {¥,(d, ¢(Km)), s € S7}.

A

Cada VU, depende solamente de d, y m; para t en una pequefia vecindad de s. Geman
demuestra que en este proceso, considerando la informacién a priori y la estructura
de vecindad anteriormente establecidas, la distribucién posterior II(z]d) = P(X =
z|D = d), corresponde a una distribucién de Gibbs respecto del grafo (S,G%), 1o
que sig‘niﬁca que la imagen original se puede estimar maximizando la distribucién

posterior. El problema de maximizar la distribucién posterior equivale entonces a

minimizar la funcional:

H(@) + 55ln — ¥(d, $(Cm)|? (2.3.28)

la cual, debido al tamafio de las imdgenes ordinarias, representa un problema formidable
si se trata de resolver directamente. Geman [31] propone resolverlo mediante “rela-
jamiento estocéstico”, usando recocido simulado y el hecho de que la distribucién
posterior es Gibss, para implementar un algoritmo que converge a un minimo glob-
al. El uso de recocido simulado implica grandes tiempos de ejecucién, excepto si las

iteraciones se realizan en paralelo.

Modas Condicionales Iteradas

Besag [45] propone un algoritmo para maximizar la DPP usando las caracteristicas
locales de la misma. El objetivo principal es reducir el tiempo de ejecucién, aunque la
convergencia es hacia un minimo local. Considerando que el algoritmo se encuentra

en una cierta localidad de la imagen, y que se han actualizado ya un cierto nimero
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de elementos, denotados por Z, y el objetivo es actualizar el valor actual Z; en el
pixel ¢ con toda la informacién disponible. Entonces Besag considera como una elec-
cién adecuada a la #; con méxima probabilidad condicional dados los datos d y la
reconstruccién actual Z£s\;, ésto es, los valores de los demés pixeles en la imagen.
Suponiendo que las distribuciones condicionale; son localmente dependientes, ésto es
P(z;|zs\;) = pi(zsi|zs), donde p; es especifica al pixel ¢, y 07 es la vecindad del pixel
1,-se aproxima la distribucién posterior del elemento en el sitio ¢ por

' P(xild, Bs5) o L(ds|zo)pi(z:ls,), (2.3.29)

Tal que la implementacién es sencilla, para el caso de p(z) localmente dependiente

q (estructura de CAM). Al aplicarse secuencialmente a cada elemento, el procedimiento

define un ciclo de un algoritmo iterativo. Como valor inicial, se adopta el resultado

de aplicar méxima verosimilitud convencional.

2.4 Generacion de modelos continuos a trozos en
problemas de inversién

A partir de aqﬁi se presentan los algoritmos desarrollados en esta tesis para la gen-
eracién de modelos continuos a trozos para problemas de inversién no-lineales. Se
toman las ideas de procesado de bordes de Geman et. al., la aproximacién de Besag,
el concepto de proceso de lineas de Marroquin [24] y se incorporan en algoritmos de
inversion no—linealeé.

Los problemas de inversién Geofisica presentan varias complejidades adicionales

respecto de restauracién de imagenes:




[["ll‘lllllljl.lw

66

e La funcional directa es generalmente no lineal.

e Los datos son mediciones realizadas en la superficie de la Tierra, y el modelo a

recuperar no es accesible fisicamente.

e La hipétesis Markoviana ya no es acept\able en las respuestas, debido a que
el valor del campo en la superficie se ve afectado por una gran extensién del

modelo. Sin embargo, se puede considerar en el modelo.

2.41 El algoritmo Global

Consideremos la formulacién para un sistema de inversion que considera una dis-

tribucién a priori Gaussiana y errores Gaussianos, Como la establecida en la ecuacién

(2.3.11), sélo que ahora haremos m;, = 0, y usaremos, como es costumbre, la matriz de
covarianza del modelo para establecer nuestra informacién a priori. La informacién a

priori que generalmente se incluye considera elementos que conforman al penalizador

Tikhonov de la primera derivada, por una matriz de suavidad, quedando el funcional

como:
U = |Cad — CaT(m)|> + N Smi% (2.4.1)

La matriz covarianza C;! = STS estd formada por
1 -1 0]

-1 2 -1
Cl= -1 2 -1
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La aproximacién que ha dado excelentes resultados consiste en reemplazar la fun-
cional por los primeros términos de la serie de Taylor. En una pequefia vecindad de
m, T(mF+A) o< T(m*) +J*A, donde J* es la matriz jacobiana evaluada en el vector

m. Aplicando la aproximacién se obtiene el algoritmo que se muestra en la figura 2.3.

A

inicializa m; m = my

repeat

obtiene T(m), J(m) y d = d — T(m) + Jm
m < [ASES 4+ (CyJ)tCyJ] 1 (CyJ)Cud
until { RM S < deseado }

Figura 2.3: Algoritmo de regularizacién linearizando el funcional directo

El ajuste se define como RMS = \/—]1\7 >o(d; — Ti(m))?/e2, y se supone que Cy =
diag{€1,€2...€N}. '
En Occam, [43] se actualiza ademé4s el valor de A en cada iteracién, se obtiene

resolviendo
U(m, A) = {||Cad — C’dT(m)H2 — X} + AHSmHz. (2.4.2)

para el valor de A tal que se intercepte la asintota para el ajuste deseado X, [44].
Su aplicacién produce modelos continuos, como se observa en la figura 2.4, para
los datos MT que se muestran en las figuras 2.5 y 2.6.
El proceso de bordes se puede incorporar en esta formulacién, incluyendo las
variables binarias [; entre cada término del elemento penalizador de rugoéidad, y

agregando un penalizador para la aparicién de las variables de linea, como sigue:

Upp = ||Cad — CuT(m)|? + M(Sm)D(Sm) + 8(M — trD). (2.4.3)
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Modelo del algoritmo Occam
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Real -----
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Figura 2.4: Modelo obtenido por el algoritmo Occam para el caso MT.
Donde D = diag[0,ls,13,- - , 5], M es el nimero de elementos en el modelo, y § el

pardmetro para penalizar la activacién de lineas.
Realizando minimizacién respecto de m, i.e. para D fija, y luego respecto de [

produce el algoritmo Global LP, de la figura 2.7.

La minimizacién respecto de D se realiza después de haber llevado a cabo n;

iteraciones con la restriccién de suavidad sin discontinuidades. Para ésto, se disminuye
el umbral (9) de la siguiente manera, considerando los términos que incorporan a ;

en el funcional Urp:

(mi — mi_1)2li -+ 9(1 — lz)

Cuando (m; — m;_1)% < 6 entonces I; = 1, de otra manera [; = 0. El umbral o

S
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Datos de resisitividad aparente
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Figura 2.5: Datos de resistividad aparente para el modelo de la figura 2.4

Datos gintoticos de fase
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Figura 2.6: Datos de fase para el modelo de la figura 2.4

disminuye hasta que se detecta la primera discontinuidad, entonces permanece con-
stante, mientras se realiza otra iteracién. Entonces, § disminuye de nuevo, y otra
iteracién se realiza. El ciclo continta hasta que el ajuste RMS es menor 6 igual que

el valor deseado.

4
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inicializa m; m = myg

for n; iteraciones X

obtiene T'(m), J(m) y d = d = T(m) + Jm
- d

endfor

repeat

obtiene T(m), J(m) y d=d — T(m)+Jm '

m +— [/\StDS —+ (CdJ)thJ]_‘l (CdJ)thd

mantiene m fijo, y minimiza respecto de los elementos de D
until RMS < deseado

Figura 2.7: Algoritmo Global LP.

Se puede observar que el término regularizador es ahora:

A 0 |
—ly (la+13) —l3
StDS = —'53 (13 + l4) —l4
0 =l D |
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Al principio, cuando todas las [; = 1, el término de regularizacién se convierte en

la funcional estabilizadora de Tikhonov.

Una ventaja de este método es que puede incluir penalizadores para otras condi-

ciones, por ejemplo no permitiendo la activacién de dos lineas consecutivas, lo que

puede dar lugar a inestabilidad en la inversién de la matriz. El principal problema

es que la insercién de discontinuidades deteriora la condicién de la matriz A. En el

limite, conforme més lineas se ven activadas, D se aproxima a cero, y el regularizador

se desvanece gradualmente, conduciendo a un problema impropiamente planteado,

pero esto se evita impidiendo que el término de umbral disminuya mas alld de cierto

valor. Un modelo producido por este método para los datos MT anteriores se obser-

va en la figura 2.8. El modelo ajusta los datos con RMS = 1. Se observa cémo se
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incluyen las discontinuidades en lugares cercanos donde el modelo real las presenta.

Modelo obtenido por el algoritmo Global LP

3 T T T T T T T
Modelo generado ———
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Figura 2.8: Modelo obtenido por el algoritmo Global LP

2.4.2 Algoritmos locales

En el algoritmo anterior se requiere en cada iteracién invertir una matriz que even-
tualmente deja de ser positiva definida, la cual se va afectando en su condicién. Una
posiblé solucién es emplear una técnica de relajamiento, que ademés de ayudar en la
soluciéri, permite observar directamente el efecto de los elementos de la ma}la dual

en el algoritmo de inversién.

Algoritmo No-lineal.

En este algoritmo se realiza aproximacién local en el modelo para producir relajamien-

to, reescribiendo la ecuacién (2.4.3) elemento por elemento:

i




72

inicializa m,k; m =0,k =0

for {n; iteraciones }

obtiene T'(m), J(m) y d d— T( )+ Jm
+1) —

resuelve mF en mF(l, + gF(mk) —mk_jl, —mFl . =0
k++

endfor

repeat '

obtiene T( ), J(m) y d =d—T(m)+ Jm
resuelve mF m’“(l A lrg1) — gF(mF) = mb_ 1, —mfl =0
mantiene m* ﬁJO y minimiza respecto de los elementos de D
k++

until { RMS < deseado.}

Figura 2.9: Algoritmo local no lineal LP.

N M

di—ﬂm 2
ULp = Z(——Ez(—))—i-/\Z(mj—mj_l)zlj
. =1 i j=2
‘ M
+ 0> (1-1y).
=2

Donde se supone que la matriz C; = diagley, €2, ..., €] Para minimizar respecto del

elemento m,, se obtienen derivadas parciales:

aULP — _Z d— 8T

8m,~ mr
+ )\m,(lr + lr+]_)

- AMmpoale + Megalega).
El algoritmo se obtiene haciendo esta tltima ecuacién igual a cero y resolviendo para

m, en términos de los valores actuales de m*. El algoritmo del tipo Gauss-Seidel que

resulta consiste en encontrar m* como se muestra en en la figura 2.9, donde
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k k 1 di—ﬂmk BTZ k
g(mr)=XZ( 53( ))(8mr>'

Las derivadas parciales se derivan de las ecuaciones analiticas para el problema,
(1.2.11) para MT, y (1.3.17) para CD. Debic\lo al cardcter no-lineal de gfF(mF) se
tiene que aplicar una técnica para encontrar el cero de la ecuacién para cada elemen-
to del modelo, un proceso lento. En la implementacién que se realizd se empled el
algoritmo de Brent [46] para minimizacién unidimensional.

La minimizacién respecto de [ también se realiza después de algunas iteraciones

del algoritmo con el umbral alto, para permitir el desarrollo de un modelo inicial

continuo. Luego, cuando la variacién del modelo ||m* — m*~!|| es pequefia, el umbral

se disminuye hasta que una linea llegue a ser activéda. Cuando esto ocurre, 6 se
mantiene constante, y se realizan varias iteraciones hasta que la variacién del mgdelo
vuelve a ser pequefia, procediendo a bajar el umbral de nuevo. El algoritmo termina
cuando el ajuste RMS es menor & igual a su valor deseado.

Se observa que se puede incluir la funcién de potencial para impedir que dos lineas

consecutivas se enciendan [24], agregando a la funcién de energia el término:

M

—p 2(2 — I — li-1),

=2

con p una constante adecuada. Un modelo con ajuste RMS = 1.0 producido por

- este algoritmo se muestra en la figura 2.10, usando A = 250. Este algoritmo puede

usarse cuando el funcional no acepta una aproximacién lineal, por ejemplo por serie

de Taylor.
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Modelo obtenido por el algoritmo local no-lineal
3 T T T T T g T T T T

modelo generado ——

Modelo Real ----
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Figura 2.10: Modelo obtenido por el algoritmo local no lineal LP

Algoritmo local lineal

Considerando la aproximacién lineal del funcional usada en el desarrollo del algoritmo

de Occam, se puede obtener una versién lineal del algoritmo local. Reescribiendo

" la ecuacién (2.4.3) en forma elemento por elemento, y tomando la derivada parcial

respecto de m, igual a cero, se obtiene un algoritmo similar al anterior, donde el

elemento mF se resuelve como sigue:

k_ mE_ylr + M1l + b5 (m)

s aT-k 2
bt b+ (25

m (2.4.4)

donde




75

s2= Y aaTi.mf_l.

m
j=r+1 J

En este algoritmo, cada paso es mds répido que en el caso anterior, porque R*(m)

- es una combinacién lineal de los otros elementos del modelo, obtenidos tanto en el

paso anterior como en el actual. La optimizacién sobre [, se realiza como en el
algoritmo anterior. La figura 2.11 muestra el modelo desarrollado por este algoritmo,
con A = 250, para los mismos datos MT. '

Este algoritmo es més estable que la versién global, y es util cuando el funcional
puede ser aproximado por un modelo lineal, usando los primeros elementos de la serie
de Taylor, como en los problemas MT y CD. Ademaés ofrece la ventaja de la insercién
de restricciones que permiten incluir informacién a priori.

En Occam, el pardmetro A se obtiene por una forma del principio de discrepancia
[9]. Nosotros usamos un valor empirico corriendo varias pruebas, observando que a
valores menores aumenta la convergencia, pero con inexactitudes en la loca'lizacion
de las discontinuidades. Por el otro lado, valores grandes de A aumentan la exactitud
del modelo, pero reduéen la tasa de convergencia.

En pruebas realizadas con los datos mostrados en las figuras 2.5 y 2.6, para A =

250, y terminando los algoritmos cuando RMS = 1, se obtuvieron los resultados
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Modelo generado por el algoritmo local lineal
3 T I M T T T T

Modelo generado ——
Modelo Real ----

25 - -

Log resistividad (Ohm-m)
o
T

0.5 - N

0 2 L | 1 n 2l L n ' | 2 L i 1]
0.1 1 10 100 1000 10000 100000
Profundidad (metros)

Figura 2.11: Modelo obtenido por el algoritmo local lineal LP

Algoritmo No. Iteraciones | milisegundos/iteracién

Global 6 471.7
Local No lineal 111 - 4020
Local lineal 321 37.4

Tabla 2.1: Iteraciones y tiempos de ejecucién para los tres algoritmos, con A = 250.

mostradbs en la tabla (2.1), usando una computadora con procesador Pentium II a
300 Mhz. El modelo contiene 60 elementos en cada caso.

De la tabla se observa que el algoritmo Global requiere la menor cantidad de
iteraciones, el algoritmo Local lineal requiere la mayor cantidad de iteraciones, aunque
con el menor tiempo por iteracién.  Como es de esperar, el algoritmo Local no-lineal
es el que ocupa la mayor cantidad de tiempo de procesamiento en cada iteracién.

Tanto el algoritmo Global como el Local lineal son aplicables a problemas débilmente
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no-lineales, debido a la suposicién principal en cuanto a que el funcional se aproxima
por los primeros elementos en la serie de Taylor. El algoritmo Local no-lineal es el

més general, aunque requiere mayor tiempo de procesamiento.
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Capitulo 3

Inversion de datos 1D con modelos

continuos a trozos

En este capitulo se presentan aplicaciones del algoritmo de inversién desarrollado en
el presente trabajo. Se generan datos sintéticos y se comprueba que se recupéra la
estructura del modelo inicial. Luego se usan datos de campo que permiten comprobar

su funcionamiento ante condiciones reales de errores en los datos.

3.1 Procesado de lineas discreto

‘De los algoritmos presentados en el capitulo anterior, el més rapido es Global LP, con

seis a ocho iteraciones para llevar a cabo la convergencia. Sin embargo los modelos
que se obtienen presentan curvatura en las areas que se supone deben ser planas.

Ademads, estd el inconveniente del deterioro de la condicién de la matriz que se debe

invertir, como se notd en la seccién correspondiente. El algoritmo mds adecuado para

nuestras aplicaciones resulté ser el local LP, debido a su rapidez de procesamiento

78
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Profundidad (m) | Resistividad (2 — m)
600.0 250

1991.0 25.0

5786.1 100.0

9786.13 10.0

00 ‘ 25.0

Tabla 3.1: Modelo usado para generar datos

para cada iteracién, y porque los modelos que se generan poseen secciones planas,
de acuerdo con los modelos sintéticos. La implementacién es a través de una malla

principal para el modelo, y de una malla dual para las variables de linea.

3.1.1 Aplicacién al método MT

En el método MT, los datos se incorporan de la siguiente manera: la resistividad
aparente d; = logp,(m;w;), para i = 1,3..N —.1, y la fase d; = ¢;(m; wi),Ppara
t=2,4,...N, en la frecuencia w;. N es el total de observaciones, el modelo se considera
{m}; = logp;. Se genera la malla principal considerando un sistema de capas con
espesores constantes en escala logaritmica, para poder recuperar informacién en varias

décadas de profundidad.

Usando el modelo que se observa en la Tabla (3.1), se generan los datos sintéticos

que se muestran en las figuras 2.5 y 2.6, para 25 periodos en el intervalo [.OO25§, 250s].

En este caso se supone un error de 1%.
Los resultados que se mostraron en el capitulo anterior, se obtienen para errores
del 1% y A = 250. En la figura 2.11 se observa cémo se recupera la estructura de

capas original.
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3.1.2 Mejoras al algoritmo

A los algoritmos propuestos se les puede incorporar un sobre-relajamiento, que corre-
sponde a introducir en cada iteracién una parte proporcional al elemento del modelo

que se estd evaluando mediante un pardmetro de amortiguamiento o ;

k k+1 k
L _ RE(m) +mi Tl +me

a
’ lr + lr—l—l -+ %\‘ 21(827%)2/612

donde el valor més adecuado de « esté relacionado con los eigenvalores del produc-

+ (1 — a)mF, (3.1.1)

to APAL - .. AF [57], los cuales, si bien son dificiles de obtener, usando varias corridas

de prueba se obtuvo un valor empirico adecuado de 1.4.

En la figura 3.1 se observa una comparacién entre corridas del algoritmo con

A =250, @ = 1.0, y los mismos datos pero ahora con oo = 1.4.

lteraciones del algoritmo local lineal.
T T T T T T

=

10 T

©
T

~ RMS

0 L ! 1 1 1 ! 1 1

] 20 40 60 80 100 120 140 160 180
. numero de iteracion

Figura 3.1: Comparacién del error de ajuste contra el nimero de iteraciones para el
algoritmo local LP, con A =250, « =1 en un caso y o = 1.4 en el otro.

De la figura se observa un aumento en la velocidad de convergencia para el caso
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o = 1.4, y también se observa cémo mejora el ajuste al agregar una discontinuidad,
en los sitios marcados por simbolos. El ntimero de iteraciones es mayor que en el
método Global, debido a que en lugar de realizar directamente la inversién matricial

requerida en el método Global, se realiza un relajamiento tipo Gauss-Seidel que hace

A

‘mas larga la convergencia. No obstante, el tiempo necesario para cada iteracién de

éste algoritmo es menos de 10 veces menor que para una iteracién en el algoritmo

global.

Otra modificacién al algoritmo local LP consiste en considerar el elemento penal-

izador de rugosidad:

S (ms = o). (3.1.2)

En este funcional no se establece una distincién de acuerdo a la profundidad del

modelo. Todos los elementos poseen el mismo peso. Smith y Booker [54] proponen

r

encontrar modelos con minima estructura, minimizando

/ [d}d—ardf@), | (3.1.3)
como funcional penalizador de rugosidad, para un ajuste deseado. Su propuesta es en
el sentido de que el método MT es menos sensible a elementos de altas profundidades
del modelo. Lo que puede resultar en que sean mds ficil de ajustar los datos en
bajas frecuencias, 6 el denominado ajuste “rojo”, porque su elefnento penglizador
de rugosidad no sea lo suficientemente notable. Si se utliza f(2) = z se obtiene
el penalizador original Tikhonov. Proponen usar f(z) = log(z + z) para obtener
modelos con ajuste més blanco. En nuestro caso, la estructura de los espesores, (ola
malla) hace el papel de la f(z), controlando el color del ajuste. Este tipo de control se

puede cambiar si consideramos una funcién de ajuste con la profundidad. En nuestro
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caso lo inﬁplementamos mediante una A que cambia con la profundidad. Por ejemplo
se puede elegir que A decremente su valor logaritmicamente con la profundidad.

En la figura 3.2 se observan los modelos obtenidos por el algoritmo lineal con
A = 250 y por el mismo algoritmo, con A decreciente de 10,000 a 10, a = 1.0 en

\

ambos casos.

Modelos obtenidos por el algoritmo local lineal.

3.5 T T T T T
lambda = 250 —
modelo verdadero -----
- Lambda Decsreciente de 10,0002 10 -----
3+ N
25 - B
5 ————
- SO PP I L
i £
H ‘g 2 L J
e
°
)
.'g
g 15 F L ; -1
8 |
e |
= !
° i
1 Ry -
0.5 ) _
r
0 L L 1 : ) .
0.1 1 10 00 1000 10000 100000

1
Prof (metros)

Figura 3.2: Modelos producidos por el algoritmo local lineal con A = 250 en un caso
y A decreciente de 10,000 a 10 en el otro, para o = 1.0, en ambos casos.

Se observa mejoria a grandes profundidades, a expensas de perder precisién en las
capas someras.

La desventaja de esta modificacién es que el tipo de funcién que se eStablezca para

el penalizador de rugosidad afectard el desarrollo del modelo, pudiendo permitir que-

con menos discontinuidades de las que necesita el modelo se ajusten los datos. Se
necesitan hacer varias pruebas con un conjunto de datos, para seleccionar al modelo

més adecuado, de acuerdo a algun criterio particular, tal como el “color” del ajuste.
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3.1.3 Aplicacién a datos reales

La figura 3.3 presenta los resultados de aplicar el algoritmo local LP con A = 200,
y con A decreciente de 500 a 10, o = 1.4, para el conjunto de datos COPROD
[59]. También se muestra el modelo que resulta de aplicar Occam. Los modelos se
comparan contra el obtenido por Jones y Hutton [59] por prueba y error. Los cuatro

modelos ajustan los datos con el mismo nivel RMS = 1.

Modelos desarrollados para el conjunto de datos COPROD
T T

45 . : [
Occam ——
Jones & Hutton -----
4r ' Lambda Decreciente --+-- -
Lambda Constantg
35 i
§ o J
3 3
£
£
s 25 | |
"g ......
2 2+ ]
- S
e
§’ 1.5 | )
-
1 I -t
0.5 |
0 1 I L , )
10 100 1000 000 100000 1e+06 16+07

1000
Profundidad (metros)

Figura 3.3: Modelos producidos por Occam, el algoritmo local lineal con A = 200 en
un caso y A decreciente de 500 a 10 en el otro, para o = 1.4, ademés se presenta el
modelo de Jones y Hutton.

Se observa que. los modelos obtenidos por el algoritmo local lineal no se _pueden
extraer directamente del obtenido por el algoritmo Occam, como se podria sospechar
en principio.

También es dé notarse cémo difieren los modelos a profundidades someras, esto se
debe a que los datos no permiten definir suficientemente el comportamiento asintético

para bajos periodos, y también a que los datos de periodos cortos tienen errores
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datos de resistividad aparente COPROD
T

3 T
Local lineal LP con Lambda decrecients ——
Local lineal LP con Lambda = 200 ----
Occam -+~
datos COPROD +o—i
28 - : b
:
3
£
S a6t ~
2
=
o
g
o
o
°
b 24 | 4
a2 -
$
o
S
=
. 22 4
2 L 1
10 100 1000 10000
Periodo {segundos)
. datos de fase COPROD
180 T T

Local lineal LP con Lambda decreciente ——
Loca! lineal LP con Lambda = 200 ---—

140 | . g
120 L
3
S 100 b) g
g
<)
Q
2 80 - -
frd
60 |- 4
40 | i ~
20 4
0 ! !
10 100 1000 10000

Periodo (segundos)

Figura 3.4: Ajuste a los datos de resistividad aparente (a) y fase (b) de COPROD.

relativamente grandes. Los datos y las respuestas se observan en la figura 3.4.
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3.1.4 Aplicacién al método CD

Para probar el funcionamiento del algoritmo local lineal LP en el método CD, se
generaron datos sintéticos, basdndonos en el modeio que se muestra en la figura 3.5,
donde también se observa el modelo desarrollado por el algoritmo local lineal, usando
A = 250. En una segunda apiicac’on del algoritmo, se utilizaron los datos que se
observan en la figura 3.6, en este caso los datos incluyen ruido Gaussiano del 1%. El

algoritmo termina cuando el ajuste RM S = 1.

2.6 v T T T

Modele desarrollado —
Modelo Real ----

24 . 4.

22 F - -

log resistividad, (Ohm-m)
=
T

12 F

0.1

10
Profundidad (metros)

100

1000

Figura 3.5: Modelo sintético usado para obtener datos de prueba vs. modelo obtenido
por el algoritmo local lineal.

Se observa cémo se recupera la estructura original del modelo sintético.. Existe
un error en la discontinuidad a 10m, que produce que se genere otra discontinuidad,

que no existe en el modelo original, pero solo afecta en una pequeia variacién en la

resistividad de la tercera capa.
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2.6 T T T
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é \ \ z
§ \“‘ Qﬁg‘ \g
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\ |
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Figura 3.6: Datos sintéticos con ruido Gaussiano de 1% y ajuste obtenido por el
algoritmo local lineal.

3.1.5 Correccién de estatica

Como se observé en el capitulo 2, el problema del desplazamiento estédtico eﬁ CD
consiste de un corrimiento vertical en algunas secciones de la curva logaritmica de
la resistividad aparente. Estos desplazamientos se deben a la presencia de anomalias
someras en pequeila escala, cerca del sitio de medicién [20], v conducen a grandes
errores en los modelos invertidos. La correccién de estos desplazamientos y la in-
terpretacién se realizan normalmente por separado. En nuestro caso, el proceso de
correccién puede ser incluido durante lé inversién, considerando que uno de los seg-
mentos, (usualmente el dltimo) puede ser usado como referencia. También esta ref-
erencia puede ser obtenida por otros medios, como una medicién independiente é de
informacién de pozos. En la figura 3.7 se observan los datos sintéticos utilizados en

el modelado anterior, modificados incluyendo tres factores de desplazamiento para

L
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simular el efecto de estdtica. Ademds se incluyen valores de L/2 en los que existe
traslape entre secciones, con el fin de simular lecturas repetidas, a diferentes espa-
ciamientos de electrodos de potencial. Se supone que la seccién correspondiente a
valores grandes de L/2 no se ve afectada por ningtn factor.

La inclusién de los términos de desplazamiento en el funcional de minimizacién

produce una modificacién al mismo de la siguiente manera:

1 <, 2.2
U = W;(dz— (Ti(m) — 655))° /&;
M

+ )\Z(m] - mj_l)zlj

i=

+ MY (6 - by)’

Y

+ 0> (1-1i+¢(nl)). (3.1.4)

-

=2
El término d;; representa el desplazamiento del dato ¢, que pertence a la seccién

S;. Una estimacién del mismo, J;;, se obtiene de los puntos donde se tomaron las

lecturas repetidas

A 1
0ij = 5+ > (dig = dige),

¢ 1€S5;NSj41

donde NV, es el nimero de puntos en el traslape entre las secciones S; y Sjt+1, ¥ dij

es el dato cbrrespondiente al perfodo 7, que estd en la seccién S;.
El término de desplazamiento puede ser obtenido por minimizacién de la ecuacién
(3.1.4) respecto de ¢;;, para esto se obtiene la derivada parcial de U respecto de 4,

la cual, al igualar a cero resulta en
s (di — Ti) /2 + AT oy,

1 1 F
Ne ZiESr ?} + A

Sgr = (3.1.5)
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La minimizacién respecto de los elementos del modelo se realiza usando el valor

estimado de d;;, y su derivada correspondiente

1 aT; 2
06i;  Ne 2uies, am. /€
! 1 :
Oms 55 2ies, o T AT
J

\

28

26 -

24l

E .

£

£

e 22}l

2

[=4

3

S

3 2t

B

e

=3

Z sk

8

e

- st
14 |
12
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datos ro—
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0.1

1 : 10 : 100 1000
2s (metros)

Figura 3.7: Datos sintéticos con ruido Gaussiano de 1% y ajuste obtenido por el
algoritmo local lineal, incluyendo los factores de desplazamiento.

Se utilizaron los datos sintéticos con factores de 0.02,—0.1 y 0.06 que se muestran

en la ﬁgﬁra 3.7.

El modelo sintético y el desarrollado se observan en la figura ‘3.8, donde se puede

constatar que se recupera la estructura, sin verse afectado por los factores de de-

splazamiento. Los factores obtenidos fueron 0.18,—0.11 y 0.059.

Con el fin de observar qué pasa cuando no se corrigen los factores de desplazamien-

to, se aplicé inversién a los datos anteriores, pero sin realizar la correcién respectiva,

el modelo resultante se muestra en la figura 3.9.

Se pueden notar grandes errores en la estructura obtenida al realizar la inversién
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. Figura 3.8: Modelo sintético contra el modelo obtenido cuando los datos estdn afec-

tados por desplazamientos de estética y éstos son estimados mediante el algoritmo de
inversién.

sin correccién, el algoritmo debe ser detenido para evitar que falle la converggncia,
esto se realizé cuando el ajuste fué de 5.82.

Es obvio que el ruido debe afectar la recuperacién de los factores, con el fin de
observar esto, se agregd ruido Gaussiano de 5% a los datos sintéticos, como se muestra
en la figura 3.10.

En los datos se observa que la informacién que da lugar a la dltima discontinuidad
en el modelo se ha perdido entre el ruido, lo que produce que el modelo obtenido por

el algoritmo no pueda detectar esta discontinuidad, como se ve en la figura 3.11.

3.2 Procesado de lineas continuo

Como se observé en el capitulo sobre regularizacién, Charbonnier et al. [30] obtu-

vieron un algoritmo que introduce variables de proceso de lineas continuas (CLP). Se
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Modelo desarrollado ——
eal ----
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24 -

22 F
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. Figura 3.9: Modelo sintético contra el modelo obtenido cuando los datos estédn afec-

tados por desplazamientos de estdtica y no se estiman los desplazamientos.

propone minimizar una funcional de energia aumentada, que en nuestros términos se

puede formular como 2

U = 55> (di—Ti(m))*/e}

A M
23 s - myna)? 00

' dondé U es una funcién convexa de la variable de pr‘oceso de lineas, ¥(b) =
0[(0")71(b)] — b(8)~1(b), v & = ¥(/1). ¢ representa una funcién potencial para el
término de regularizacién, que se puede ver como una generalizacién de > (m; —
m;-1)*l; a la forma Y"1 (m; — m;_;). Se han propuesto varias funciones potencial
en la literatura [30], entre ellas la propuesta por Geman y McClure, [33] Yaun(t) =
t2/(1 + %), dié buenos resultados para el problema de reconstruccién de imégenes

SPECT [33]. El procedimiento de minimizacién respecto de m se realiza como en los
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- Figura 3.10: Datos sintéticos con ruido Gaussiano de 5% incluyendo los factores de

desplazamiento, contra el ajuste obtenido por el modelo de el algoritmo local lineal.

algoritmos anteriores. Charbonnier et al. [30] probaron que el minimo de U* respecto

a b est4 dado en:

b — w,(mr - mr—l) » 5
To2(my —mely)

La aplicacién del algoritmo al método MT es de manera directa. Como b‘tiene
la misma estructura que m, ahora no se aplica el concepto de la malla dual para las
variables de linea.

La ﬁgura 3.12 muestra un modelo obtenido por el algoritmo para los datos sintéticos
MT de la seccidén 3.1.1 usando g, considerando errores de 1%, con A = 250 contra
el modelo obtenido por el algoritmo local LP, también con A = 250.

Los modelgs son muy parecidos, aunque se observa que el algoritmo CLP muestra

menos exactitud a grandes profundidades.
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Figura 3.11: Modelo sintético contra el modelo obtenido cuando los datos estdn afec-
tados por desplazamientos de-estética y ruido Gaussiano de 5%.
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Figura 3.12: Modelo real contra los modelos obtenidos por los algoritmos CLP y local
lineal, para los datos sintéticos MT de las figuras 2.5 y 2.6.
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Capitulo 4

Modelos acoplados para la
inversion de datos 2D

4.1 Introduccion

En el caso de que se tengan sondeos en varios sitios a lo largo de un transecto, lo que
es bastante usuai, y suponiendo ademds que se trata de un ambiente del tipo cuenca
sedimentaria, es muy comun el realizar una compilacién de secciones, la que puedé
ser obtenida mediante inversién 1D de varios sitios [34]. Si el modelo de arranque
para un procedimiento de inversién 2D es més cercano al real que uno seleccionado
al azar, entonces se requ’eriréri menos iteraciones para llegar al minimo en el proced-
imiento de inversién. Aunque las inversiones 1D se realizan de manera independiente,
se han hecho intentos por correlacionar los modelos 1D. Por ejemplo, Parr y Hutton
[35] realizaron un modelado pseudo 2D incorporando restricciones en las ecuaciones
de regresién. Pero antes, tienen que usar un programa de modelado interéctivo para
desarrollar los modelos 1D individuales. Aqui se propone la interconeccién de varios

modelos 1D, permitiendo la insercién de restricciones entre los sitios vecinos, durante
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el proceso de inversién en si, en lugar de después de que cada modelo se ha desarrolla-
do. El acoplamiento entre modelos se realiza mediante la malla dual, sobreimpuesta
en los modelos de regularizacién, suponiendo que cada modelo posee la misma malla,
de regularizacién. Este criterio de suavidad horizontal puede ser interrumpido por la
activacién de variables de proceso de linea }1<)1"i:A<>11t,;1,l(‘s. Sc presentan resultados para

Jos problemas MT vy CD.

4.2 Modelos acoplados

!
Consideremos un modelo 1D para cada sitio de un transecto, y cada sitio con la misma
malla de regularizacién, el acoplamiento entre vecinos puede realizarse mediante la
insercién de una malla dual, sobre-impuesta con la de regularizacion, como se ve en
la figura 4.1.

Para un sitio v la funcional de regularizacién correspondiente puede establecerse

comao:
1 & \Y
Uy = 53 2_(di = Tu(mw))* /e + = Z(myj — 1)l
Yoi=1 =2
AH M M
= T”Z(m,,j — muy_15) 215 + eHZ —1) 40> Q-1+ (), (42.1)
Jj=2 j=2

donde los datos corresponden al sondeo en el sitio v. En esta ecuacién se ha

incluido un penalizador de rugosidad horizontal, a través del elemento multiplicado

\H

v

por el cual forza la aparicién de modelos similares, pero también se incluye
la capacidad de quebrar la continuidad horizontal con la insercién de las variables

binarias 1. ¢(n(l};)) es una funcién de los elementos en la vecindad de [, en la
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Figura 4.1: (a) La malla dual, los circulos representan conexiones entre modelos
mediante la variable binaria [, los cuadros representan enlaces verticales, usando
la variable binaria [¥. (b) lineas verticales, y (c) conexiones laterales. Los simbolos
vacios denotan que las variables de enlace no estan activadas.

malla dual, representada por n(l,‘fj) La minimizacién respecto de mg,, t.e.; v = s,
j =r, considerando una aproximacién de primer orden para la funcional directa, lleva

al algoritmo para modelos acoplados similar al caso lineal LP, pero ahora la ecuacién

de actualizacién del elemento my, (ver ecuacidn 2.4.4) en la késima iteracion es:

mk = A/B, (4.2.2)
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donde
A:( srmll‘ +mlg7~:11}9:+1)/\\ +mls-;ll7ls+lr/\fli-l+7”s lr]g*)‘él
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& Omsj St Omeg e2 Omsg,’
: ; 1 0T \ 2
B o= @ o+ IO+ U VL4 Tv"z(aTs) 2
. S i ST
y
aTw

dei = dg; — m )+ E
(')mk b

La minimizacién respecto de l,,] y /H se realiza después de que todos los elementos
de m* ya han sido obtenidos para un ciclo. De manera similar al caso 1D, primero se
realizan algunas iteraciones con el umbral en un valor alto, para permitir la generacién
de un modelo inicial continuo. Luego, cuando la variacién del modelo ||m* —m*~1| es
pequefia, el umbral se decrementa hasta que se llegue a activar alguna linea. Para ésto
se incluyen funciones que favorecen la aparicién de ciertos patrones; se alientan las
discontinuidades verticales, en contraste con las horizontales, reforzando la hipétesis
de un ambiente de cuenca sedimentaria.

Considerando el caso de [}, una iteracién de la malla dual se puede implgmentar
como sigue; el término (Mg — mg_1)> se compara con el umbral 67 (1 + ¢(n(i})))
donde ¢(n(iV)) = (v-+v1), v = (2a) — a(ly._; +1;..,) penaliza la generacién de lineas
gruesas horizontales, ¢ discontinuidades contiguas. En la malla dual, esto corresponde
a los cliques observados en la Figura 4.1(b). El término v = 2(b+c¢)—b(¥Y, 1, +11_1,) —

(l;/-i—lr 1/\12/—11‘-!-1) (ls+1r+1 AlY_1._1)), (donde A es el “y” 1égico), promueve que una
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discontinuidad horizontal cerca de un modelo se propague al vecino. Esta situacién
corresponde al clique de la Figura 4.1(c). Para cste propdsito, se deben seleccionar
adecuadamente los pardmetros a, b, y ¢, en las implementaciones del algoritmo, los
parametros se seleccionaron mediante prueba y error, en base a observaciones en el

comportamiento del algoritmo ante datos sintétitcos. Para el caso de las variables

binarias horizontales, la minimizacién se realiza como en el caso 1D original.

4.2.1 Aplicacion al método MT

Para estructuras MT bi-dimensionales, los ejes del sensor se rotan de tal modo que z
sea paralelo al rumbo y y es perpendicular a éste. Entonces Zyy = Zrg, es la impedan-

cia transversal eléctrica (TE), y Z,, = —Zrum, la impedancia transversal magnética

(TM). La impedancia “efectiva” Zos; = \/ZzsZyy — ZuyZye Se usa frecuentemente
para generar modelos 1D para cada sitio [34]. De acuerdo a los datos que se utilicen,
se pueden llegar a obtener modelos distintos.

La figura 4.2 presenta un modelo usado para genefar datos sintéticos a periodos
entre [0.0025, 250] s. La coordenada y de los sitios es -10, -8, -6, -2, 0, 2, 6, 8 y 10
km. El modelo incluye una pequeiia anomalia somera que se usaré posteriormente
para generar éurvas con desplazamiento de tipo estdtico. El programa de modelado
2D que se utiliza fué desarrollado por Poll y Weaver [60]. Este programa incorpora
caracteristicas como la generacién automéatica de la malla de solucién de las ecuaciones
de campo, de acuerdo a las conductividades de cada elemento del modelo, permitiendo
una aproximacién excelente a los campos eléctrico y magnético.

El modelo que se observa en la figura 4.3 fué obténido usando el procedimiento

mencionado para datos Z.s; con error de 1%. Se usaron datos obtenidos cuando el
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modelo no incluye la anomalia somera. El modelo se obtuvo después de que cada
sub-modelo 1D ajusté con un rms = 1.1. Los pardmetros AV y A? usados fueron
100 y 200, respectivamente, para cada modelo. La malla utilizada en los algoritmos
se expande exponencialmente con la profundidad, y no estd relacionada con la malla
generada por el programa de modelado direct(; de Poll y Weaver. Se observa que el

modelo ha sido recuperado.
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Figura 4.2: Modelo usado para generar datos sintéticos MT. La distancia entre los
sitios 1 y 2 es de 2 km.

Con el fin de comparar el funcionamiento del algoritmo con el de uno realmente
bidimensional, se aplicaron los datos sintéticos modo TE al programa Occam2.0,
la versién 2D del algoritmo Occam [58]. El modelo desarrollado por Occam2.0 se

muestra en la figura 4.4. La estructura real se ha borroneado debido al criterio de
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Figura 4.3: Modelo obtenido mediante el algoritmo de inversién que considera modelos
acoplados. Los datos sintéticos Z.;; se obtuvieron a partir del modelo de la figura

4.2

‘

suavidad continua en regularizacién. El ajuste RMS es 1.0 para este caso.

Correccién del desplazamiento estdtico para MT

El problema del desplazamiento estatico en MT consiste de un corrimiento vertical

en las curvas logaritmicas de resistividad aparente. Este desplazamiento se debe a -

la presencia de anomalias a pequefia escala, cerca de la superficie bajo el sitio de
medicién, y conduce a errores graves cn los modelos obtenidos. Varias técnicas se han

desarrollado para tratar este problema [61]; entre las més utilizadas se encuentra el
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Figura 4.4: Modelo obtenido de datos sintéticos TE por el algoritmo Occam2.0

uso de mediciones independientes. La correccion de los desplazamientos y la inter-
pretacién de los sondeos son procedimientos que usualmente se realizan por separado.
Para esto, deGroot-Hedlin [62] propuso realizar los dos métodos en un paso, usando
inversién bi-dimensional. En el caso de un conjunto de modelos 1D acoplados, un
procedimiento de correccién de los desplazamientos puede realizarse de manera con-
junta con el proceso de inversién, considerando que uno de los sondeos puede ser la
referencia, obtenida por algiin procedimiento independiente [61], 6 de informacién de
pozos. La funcional de minimizacién permanece como anteriormente para el sitio de

referencia, pero es modificada para los otros sitios, incluyendo un nuevo término;
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_ _ S V\2/.2
U, = 2N Z di = (Ti(my,) — 6,))° /&3

M
+ A\ Z(mw m,,j 1) ll‘,/J

H :
+ A E (Myj — My—yj) ZZ

Mo
+ 07> (-1l
v=2
M
+ 00y (1= 1+ o(n(i))).
Jj=2

La 0, afecta sélo a los valores de resistividad aparente. Conforme los modelos
evolucionan, el penalizador de rugosidad horizontal alienta la aparicién de modelos
similares a la referencia. Este término de desplazamiento puede obtenerse minimizan-

do respecto de §,, para ésto obtenemos derivadas parciales respecto de ¢,

r

=S~ (- )/e (4.2.3)

5(5

e e . 2 d;—fi)/e? .. .,
El minimizador se estima entonces por §, = % La minimizacién correspon-
1

diente para los elementos del modelo se realiza usando el valor estimado de ¢,, y
la  derivada correspondiente 8‘?3; = Zz‘i’/”z El efecto del corrimiento estético se
observa en la figura 4.5. Los modelos bajo la discontinuidad somera fueron dificiles

de resolver, hubo que disminuir drasticamente AV y A para lograr el ajuste deseado
de 1.1.
En la figura 4.6 se presenta el modelo estimado para los mismos datos, pero ahora

corrigiendo la estdtica. Se utilizd como referencia al sondeo 1.

En la figura 4.7 se observa el modelo estimado para los datos de Z.yy, corrigiendo

la estdtica. También se utilizdé al sondeo 1 como referencia.
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Figura 4.5: Modelo desarrollado a partir de datos sintéticos 7'M, sin incluir-en el
algoritmo de inversién la correccién por corrimiento estético.

En la figura 4.8 se observa el modelo estimado para los datos de Z.s¢, por el algo-

ritmo CLP, adaptado para modelos acoplados. Los datos no poseen desplazamientos

por estatica.

Aplicacién a datos reales MT

Para observar la aplicacién del algoritmo a datos reales, se adquirieron los sondeos
correspondientes al conjunto denominado COPROD2 compilados por Jones [65]. Los
datos corresponden a 23 sitios localizados sobre la anomalia de las planicies de Norte-
Centro América (NACP). Varios métodos han sido aplicados a estos datos, producien-

do modelos muy diferentes. Se considerd trabajar con el subconjunto usado por
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Figura 4.6: Modelo obtenido de los datos sintéticos 7'M, corrigiendo el desplazamiento
estéatico.

DeGroot-Hedlin y Constable [63]; las estaciones PCSOO9 a PC5007, a periodos: 14,
28, 57, 114, 228, 455 y 910 s. En la figura 4.9 se observa el modelo desarrollado para
este conjunto de datos, por los modelos acoplados, para un ajuste RMS total de 2.9.

La inversién se realizé con Zrg, usando el conjunto de datos con correccién de
estatica realizada por Jones [64]. Se observa la presencia de la anomalia conductora
NACP bajo los sitios 13-15.

La figura 4.10 presenta los modelos obtenidos usando Zrg con los datos originales
sin corregir la estdtica. Se utilizaron como referencias los sitios 1,9, 13 y 16, para ésto
se utilizaron los datos corregidos por Jones.

El modelo también presenta la anomalia, y se observa en las mismas profundidades
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Figura 4.7: Modelo obtenido a partir de los datos sintéticos Zesy, corrigiendo el
desplazamiento estatico.
reportadas por Agarwal et al [34], v DeGroot y Constable [63]

Las figuras 4.11 y 4.12 presentan los modelos obtenidos por el algoritmo CLP
acoplado, para los dos casos; los datos corregidos y los datos sin corregir, usando los

sitios 1,9,13 y 16 como referencias.

4.2.2 Aplicacién al método CD

El esquema de modelos 1D acoplados se aplicé al problema de inversién de sondeos
CD. Como se observé para el caso 1D, el problema de los desplazamientos estaticos
es diferente al caso MT, en CD consiste de desplazamientos en diferentes secciones

de cada curva logaritmica de la resistividad aparente. Las ecuaciones del problema



M N E =

N

?v

Loé Resistividad Ohm—m
Profundidad (Km)

o
Figura 4.8: Modélos desarrollados de los datos sintéticos Z,;; por el algoritmo CLP
acoplado. En este caso cl modclo sintético es el mostrado en la figura 4.2 sin la
anomalia somera.

son similares a las presentadas en la introduccién, solo que en este caso se considera
el término de desplazamiento por estdtica, en la manera descrita en el capitulo sobre
inversién 1D CD. Se generaron datos sintéticos 2D para tres sitios, considerando el
perfil que se muestra en la figura 4.13. Los datos se obtuvieron utilizando una versién
del programa de Dey y Morrison [66] modificada para la configuracién de electrodos
Schlumberger. En el modelo se incluyen pequefias anomalias someras para producir
desplazamientos en las curvas de resistividad aparente. El conjunto de modelos que
resultan usando el esquema acoplado se observa en la Figura (4.14). Los pardmetros

usados fueron AV = 5000, A = 5000 y A" = 2000, para cada modelo, excepto el
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Figura 4.9: Modelo obtenido a partir de los datos COPROD?2, usando Z7g para los
datos corregidos por Jones. La distancia entre los sitios 1y 2 es de 1.4 km

sondeo 1, con A = 0, ya que no posee vecino horizontal, con el cual comparar su
modelo.

En el modelo final no aparecen las anomalias someras, en este caso se consideraron
seis secciones diferentes en cada sondeo, como se observa en la figura 4.14 para los
datos del sitio 1, en la cual se presenta también la respuesta del modelo 1D. Se
consideraron incertidumbres de 1% en los datos, el ajuste final fué de rms = 5.5,3.4
v 2.9 para los sitios 1, 2y3 respectivamente.

En la figura 4.16 se muestra otro modelo usado para generar datos sintéticos, y en
la figura 4.17 se presenta el modelo obtenido a partir de esos datos. Se usaron los sigu-

ientes pardmetros: AV = 500,\7 = 200 y A = 200 para cada modelo. Se incluyeron
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Figura 4.10: Modelo desarrollado a partir de los datos COPROD?2, usando Z7g" En
el proceso de estimacién se incluyeron los desplazamientos estaticos.

incertidumbres de 1% en los datos, los cuales son ajustados por cada modelo con
los valores siguientes de RMS: 1.98,2 y 1.97 para los sitios 1,2 y 3 respectivamente.
Ahora se consideraron 5 secciones diferentes en cada sondeo, y se mantuvo constante
el factor § correspondiente a la tltima seccién de los sondeos 2 y 3 para considerar
la hip6tesis de que el basamento es el mismo para los tres sondeos. El ajuste a los

datos para el sitio 1 se observa en la figura 4.18.

Aplicacién a datos reales CD

Se aplicé el algoritmo de modelos acoplados a datos correspondientes a sondeos

Schlumberger realizados en 1978 por la Comisién Federal de Electricidad en el campo
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Figura 4.11: Modelo desarrollado de los datos COPROD2, usando Zrg por el algo-
ritmo CLP acoplado, con los datos corregidos por Jones.

geotérmico de Cerro Prieto, cerca de Mexicali, B.C., [67]. Los datos que se consider-
aron fueron para los sitios 122, 120, 125, 26, 126, 25, 24, 5, 118, 119, 14, 2, 3, 6, 7, 8,
9,10, 11, 12,12, 16, 17 v 18 de la linea 1. ”

El modelo que se obtuvo se muestra en la Figura 4.19. En él se nota una gran
discontinuidad vertical bajo el sitio 118. Esta discontinuidad corresponde a la forma-
cién “Horst Cerro Prieto”. Mucha de la estructura ha sido observada por Wildt et.
al. [68].

Wildt obtuvo su modelo a prueba y error, usando un programa de modelado 2D, y
considerando adem4s el conocimiento geolégico del lugar. En la figura 4.20 se observa

una representacién del modelo de Wildt, y en la figura 4.21 se muestra la parte inferior
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Figura 4.12: Modelo desarrollado de los datos COPRODZ2, usando Zrg, por el algo—
ritmo CLP acoplado, corrigiendo el desplazamiento por estamca
del modelo de la figura 4.19.

Se considerd un error de 1% en los datos, con AV = 25, A\® = 50, \F' = 50, para
todos los modelos, excepto el primero, con A = 50, A\ = 0, \F = 50.

El ajuste a los datos para el sitio 122 se observa en la Figura 4.22, notando la
correccién de los desplazamientos por estédtica. el ajuste para el sitio 17 se observa
en la Figura 4.23.

En general, los datos de campo llegan a ser dificiles de ajustar en algunos sitios,
principalmente por errores sistemdticos en la toma de la lectura, 6 por efectos de
anomalias bidimensionales, que pueden no ser reproducibles por modelos 1D, como

los que se han empleado. No obstante, los datos discrepantes son ficiles de reconocer,
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Figura 4.13: Modelo sintético usado para generar curvas de resistividad aparente 1D
CD para los sitios mostrados. Los sitios se encuentran localizados en. —2000, Oy
2000m. La escala para la resistividad es logaritmica en  — m. EIl modelo no se
encuentra a escala horizontal, para mostrar los pequeiios bloques conductivos que se
usaron para producir desplazamientos por estdtica.

debido a que sobresalen al tratar de ajustarlos por un modelo 1D.
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Figura 4.14: Modelos desarrollados a partir de los datos generados con el modelo
sintético de la Figura 4.13.
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Figura 4.15: Datos y respuesta correspondiente 1D para el sondeo sintético en el sitio
1 del modelo de la figura 4.13.
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Figura 4.16: Modélo sintético usado para generar curvas de resistividad aparente 1D
CD para los sitios mostrados. Los sitios se encuentran localizados en —2000, Oy
2000m. La escala para la resistividad es logaritmica en {2 — m. EI modelo no se
encuentra a escala horizontal, para mostrar los pequeiios bloques conductivos que se
usaron para producir desplazamientos por estatica.
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Figura 4.17: Modelos desarrollados a partir de los datos generados con el modelo
sintético de la figura 4.16. '
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Figura 4.18: Datos y respuesta correspondiente 1D para el sondeo sintético en el sitio

1 del modelo de la figura 4.16.
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Figura 4.19: Modelos desarrollados para la linea 1 de los datos de Mexicali.

distancia entre los sitios 122 y 18 es de 19.6 km.
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Figura 4.20: Modelos obtenidos para la linea 1 de los datos de Mexicali por Wildt et

al. :
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Figura 4.21: Parte inferior del modelo LP de la figura 4.19. El primer sitio del modelo
LP se localiza a 1.5 km. del origen del modelo de Wildt et al.
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' Figura 4.22: Ajuste a los datos del sitio 122, con RMS = 3.3. La respuesta corre-
‘ sponde al modelo en ése sitio.
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Figura 4.23: Ajuste a los datos del sitio 17 , con RMS = 1.76. La respuesta es para
el modelo en ése sitio.
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Capitulo 5 |

Conclusiones y recomendaciones

En este trabajo se desarrollaron algoritmos para la inversién de datos en problemas
Geoelectromagnéticos. La aplicacién de éstos algoritmos proporciona informacién so-
bre la ubicacién de discontinuidades en el modelo. Para el disefio de los algoritmos se
han aplicado técnicas de relajamiento a los métodos tradicionales, incorporando infor-
macién a priori como la de posibles estructuras a capas, como las que se encuentran
en cuencas sedimentarias. Los algoritmos se probaron con datos generados por pro-
gramas de simulacién en base a modelos conocidos. Los modelos obtenidos con esfos
datos resultaron muy cercanos al original, y las discontinuidades detectadas también
se encontraron muy cerca de las del modelo de prueba. Los algoritmos se probaron
también con datos provenientes de sondeos, desarrollando modelos equivalentes a los
encontrados por otros métodos, como prueba y error y modelado bidimensional. La
ventaja de los metodos presentados es que no se requiere especificar la estructura
en detalle, la informacién a priori que se maneja es la de una cuenca sedimentaria,
pero sin espec{ﬁcar el nimero de capas ni su localizacién. Los modelos acoplados
presentan un rendimiento superior al obtenido por métodos completamente bidimen-

sionales, como occam2.0, en el sentido de recuperar modelos con estructura continua
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a trozos para ambientes de tipo cuenca sedimentaria.

Ademas es posible incluir en el modelado la solucién para elr problema de desplaza-
miento por estética, que afecta a los métodos CD y MT. La deéventaja' principal es la
seleccién de los pardmetros principales A y 4, los cuales se pueden obtener por prueba
y error. Para el caso de un perfil se pueden to£nar dos sitios vecinos en particular, y
realizar pruebas para obtener los pardmetros adecuados, los cuales luego se asignan
a todos los demds modelos para realizar la inversién conjunta.

Se recomienda emplear el algoritmo local lineal con sobrerelajamiento, para el
caso 1D y su versién acoplada para perfiles 2D. En el caso de que la linearizacién no
sea adecuada, se puede intentar con el algoritmo local no-lineal.

Para extender el trabajo se considera la aplicacién a problemas bi-dimensionales,
para lo que solamente es necesario la implementacién del funcional directo dentro
del algoritmo. Es probable que se tengan problemas para determinar los pardmetros
adecuados. Para la seleccién y desarrollo de los pardmetros durante la inversién se
pueden emplear redes neuronales para asistir en esta tarea.

Otra posible extensién es el estudio de la relacién entre los pardmetros del modelo
con la exactitud del mismo.

Otras aplicaciones que se pueden considerar para los algoritmos presentados aqui

son los sondeos dipolo-dipolo, los sondeos electromagnéticos por acoplamiento entre

bobinas y el radar de penetracién en subsuelo, entre otros.
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